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PRÉFACE. 



Nam qui constructiones pro- 
blematum per rectam et circu- 
luin a primis Geometris adinven- 
tas considerabit, facile sentiet 
Geomctrlam excogitatam esse 
ut expedito linearum ductu ef- 
fugerimus computandi taediuin. 

Newton, jérithmetiea univer sa- 
lis, sive de compositione et reso~ 
lutione arithmetica. jipptndix : 
JEquatioRum constructio /<* 
nearis (t. Il ; Amsterdam, 1761). 



I. 



\^ Analyse et la Géométrie se partagent le champ des Mathé- 
matiquesy et de tout temps la question des mérites respectifs de 
ces deux sciences a donné lieu à de sérieuses controverses. Le dé- 
bat s'est naturellement élargi et ravivé le jour où l'invention de 
Viète, fécondée par le génie de Descartes, a fait éclore l'idée su- 
blime de représenter les courbes et les sui^faces par des équations 
algébriques. 

Nous ne prétendons pas trancher ici une question qui ne com- 
porte pas de solution absolue et sur laquelle, d'ailleurs, chacun 
décide suivant la nature de son esprit; mais on s'accordera sans 
doute à reconnaître avec nous que, de nos jours, la Géométrie a 
tout particulièrement attiré l'attention et gagné la préférence des 
hommes voués à la culture des Mathématiques. 

L'Analyse excelle, il est vrai, à mettre les problèmes en équa- 
tion, à dégager, par une série de transformations, les combinai- 
sons de symboles qui donnent la clef des questions posées ; mais 
sa perfection même comme moyen de recherche nuit à son efBca- 
cité comme instrument de culture intellectuelle. Conduit au ré- 
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sullat par des procédés en quelque sorte mécaniques, l'esprit ne 
tarde pas à perdre de vue les grandeurs sur lesquelles il opère ; il 
s'avance à travers un labyrinthe de formules, préoccupé de ne 
jamais abandonner le fil conducteur, forcé d'être plus confiant 
à mesure que les ténèbres se font plus profondes, et presque 
toujours inconscient du chemin qu'il vient de parcourir. D'autre 
part, suivant l'observation très-juste de Poinsot(*), il n'est pas 
rare que les résultats auxquels l'Analyse conduit restent cachés 
sous la généralité des symboles algébriques, au point d'apparaître 
avec moins de clarté dans la solution que dans l'énoncé même. 

La Géométrie procède tout autrement. Elle présente les propo- 
sitions sous une forme sensible ; elle écarte le cortège des auxi- 
liaires qui les déroberaient à notre vue; elle met en évidence la 
suite des transformations de chaque problème ; et, quand apparaît 
la solution, nos regards surpris admirent la vérité cherchée sous 
sa forme la plus attrayante et la plus simple ( ^). 

Le goût de la Géométrie a surtout prévalu dans la première 
moitié de notre siècle, à la suite de la profonde transformation 
opérée par les méthodes modernes. Cette transformation est due, 
en grande partie, aux mémorables travaux de Poncelct. 

(c Jamais, a dit très -justement un auteur ('), influence ne fut plus pro- 
fonde ni plus rapide, jamais autorité ne fut moins contestée; les théori- 
ciens et les praticiens voyaient en Poncelet un réformateur convaincu , un 
guide sûr et hardi; les résultats ont pleinement justifié celte confiance. » 

Poncelet préludait, en effet, au grand mouvement scientifique 
de son siècle, quand il écrivait : 

« Peu à peu, les connaissances algébriques deviendront moins indispen- 
sables, et la Science, réduite à ce qu'elle doit être, à ce quelle devrait être 
déjà, sera ainsi mise à la portée de cette classe d'hommes qui n'a que des 
moments fort rares à y consacrer. » 

(') Théorie nouvelle de la rotation des corps, dans les Éléments de Statique, 
suivis de qaatre Mémoires, par L. Poirisor. lo* édition. Paris, Mallet-Bachelier, 1861, 
p. 3o.{. 

{*) De V esprit géométrique. Discours de réception de M. Tabbé Aocst à T Académie 
des Sciences, Belles-Lettres et Arts de Marseille. Balartier, 1864, P* i^* 

(') Revue scientifique de la France et de l'étranger, n® 11, du 9 septembre 1876. 
Paris, Germer-Bailliére, p. 256. 
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Poncelet entrevoyait le lien qui allait se former entre les plus 
pures théories géométriques et la pratique, quand il donnait ce 
sous-titre à son Traité des propriétés projectives des figures : 
« Ouvrage utile à ceux qui s'occupent des applications de la Géo- 
métrie descriptive et d'opérations géométriques sur le terrain. » 

Enfin y c'est Poncelet qui, se trouvant en face de Tun des plus 
intéressants problèmes de la construction, écrivait, après en avoir 
donné la solution analytique ( ' ) : 

« La longueur des calculs et la complication des équations permettraient 
diflicilement d'étendre les simplifications à d'autres hypothèses.... Les for- 
mules... n'embrassent elles-mêmes qu'une partie des questions pour les- 
quelles la science des constructions réclame une solution h la fois exacte et 
facile : or la complication disparait, en majeure partie, quand on essaye de 
traiter ces mêmes questions par les considérations directes de la Géo- 
métrie. » 

L'histoire de la Science, depuis cinquante années, est remplie 
de faits qui établissent l'action réciproquement exercée, au grand 
profit de la Géométrie, par la théorie sur les applications pratiques 
et par celles-ci sur la théorie elle-même. Nous trouvons la dernière 
expression de cette mutuelle influence dans une doctrine nouvelle, 
dont l'apparition récente a été immédiatement suivie d'un prodi- 
gieux développement : nous voulons parler de la Statique gra* 
phique. 

Il ne faudrait pas croire, toutefois, qu'un aussi brillant résultat 
ait été obtenu sans lutte. La nouvelle doctrine a vu s'élever contre 
elle des adversaires qui paraissaient lui reprocher surtout d'en- 
traîner l'instruction technique dans la voie des procédés trop ex- 
clusivement manuels et d'aller ainsi contre le but assigné à cette 
branche de l'enseignement. Nous n*aurons pas de peine à démon- 
trer le mal fondé de cette critique, qui ne saurait d'ailleurs nous 
surprendre, instruits que nous sommes de l'aversion du plus grand 
nombre pour tous les genres d'innovations. Quand une méthode 
nouvelle apparaît, on met aussitôt en doute sa supériorité sur les 
anciennes; on conteste qu'elle réalise un progrès; on va jusqu'à 



( * ) Mémoire sur la stabilité des revêtements et de leurs fondations, par M. Poic* 
CELBT, dans le Atémorial de V officier du génie, n"» 13. Paris, Bachelier, iS^o, p. loi. 

a , 
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lui refuser ce nom de « méthode », qui implique un corps de doc- 
trine coordonné d'après un point de vue initial et pourvu de ses 
moyens propres. C'est tout au plus si quelques esprits accommo- 
dants daignent lui concéder le titre de « procédé ». Les autres la 
mettent aux rang des rêves. 

Mais les rêveurs de la veille ne sont-ils pas souvent les chefs 
d'école du lendemain? Poncelet lui-même n'a-t-il pas vu qualifler 
de romanesque par ses contemporains cette Géométrie moderne 
dont il est maintenant proclamé le fondateur? Et lorsque Syl- 
vester, de sa voix autorisée, déclarait, il y a peu d'années, que 
l'imaginaire et l'inconcevable entreraient bientôt dans le domaine 
des Mathématiques, combien de gens ne s'est-il pas trouvé pour 
accueillir ironiquement cette prophétie, qui devait pourtant se 
trouver vérifiée du vivant même de son auteur? 

Il en a été ainsi de la Statique graphique. Peu d'années ont suffi 
pour qu'elle s'imposât dans presque tous les pays, en dépit des 
plus vives oppositions. Elle est maintenant enseignée en Angle- 
terre, en Suisse, en Allemagne, en Russie et dans toutes les écoles 
d'application italiennes (*); elle se propage rapidement dans les 
Universités des États-Unis d'Amérique, et nous avons lieu de pen- 
ser qu'elle fera bientôt l'objet de cours spéciaux dans le pays où 
elle a trouvé ses principales origines : nous voulons parler de la 
France (^). 



(*) Des cours obligatoires de Statique graphique ont été successivement fondés : à 
rinstitut technique supérieur de Milan, à l'École d'Application annexée à llJniTersitë 
de Padoue, aux Écoles d'Application de Rome, de Maples, de Turin, de Bologne et 
de Palerme, enfin aux Universités de Pavie et de Pise. 

(' ) Dans un compte rendu bibliographique qu'il a bien voulu consacrer à rédition 
italienne de nos Levons {Annales des Ponts et Chaussées, cahier de juin 1877, p. 557 
et suiv.), M. l'ingénieur en chef Édocabd Colugnon emprunte à M. Ernest Pohtzih 
les renseignements suivants, très-propres à donner une idée de l'importance qu'a 
prise l'enseignement de la Statique graphique dans divers pays : 

Suisse. La Statique graphique est professée à Zurich par M. Cclmajin ; cours spécial 
obligatoire. 

Autriche. Elle est professée dans quatre établissements : à Vienne, à Prague, à 
Gratz et à Brunn. A Vienne, outre l'introduction de la Statique graphique dans les 
cours obligatoires de Mécanique et de construction, on a créé un cours facultatif spé- 
cial de Statique graphique. A Brunn, on exige la Statique graphique des élèves seule- 
ment qui prétendent au diplôme. A Prague et à Gratz, cours spéciaux obligatoires 
pour tous les élèves. 

Allemagne, 11 y a deux cours de Statique graphique à Berlin, l'un à la Gewerbe- 
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Bien qu'il soit faciley comme nous le verrons, de découvrir les 
germes de la nouvelle méthode dans divers écrits du siècle passé 
et de la première moitié du siècle présent, on ne doit pas moins 
attribuer à Culmann le mérite d'en avoir réuni les principes en 
un corps de doctrine systématique. 

La Statique graphique, telle que Culmann Ta conçue, telle qu'il 
l'a professée pour la première fois, en 1 860, à l'École polytech- 
nique de Zurich, emprunte ses fondements à la Géométrie pure et 
constitue une très>heureuse application de ces méthodes modernes, 
qui sont maintenant l'objet d'une faveur si marquée. 

Supposant ses lecteurs initiés k la Géométrie de position (^)y 
l'illustre professeur de Zurich expose immédiatement les principes 
du Calcul graphique et passe ensuite à l'étude de la Statique gra- 
phique proprement dite et de ses principales applications. La mé- 
thode de Culmann est adoptée dans presque tous les instituts où 
l'enseignement de la science nouvelle a été introduit; son déve- 
loppement rationnel comporte, comme on le voit, l'élude de trois 
parties distinctes, dont nous allons successivement parler. 



AkAdemie (cours de Mécanique, obligatoire), l'autre à la Bau-Akademie (cours spécial, 
facultatif). En dehors de ces deux établissements, on trouve en Allemagne des cours 
spéciaux à Aix-la-Chapelle, à Carlsruhe, à Darmstadt et à Munich ; enfin, la Statique 
graphique est enseignée à Dresde, dans le cours de Ponts et Chemins de fer, à 
Hanovre et à Stuttgart , dans le cours de Mécanique. L'enseignement est générale- 
ment obligatoire, sauf à Munich, où tous les cours sont libres. 

Russie, La Statique graphique est professée depuis plusieurs années déjà à l'École 
polytechnique de Riga; cours obligatoire. 

A cette nomenclature nous devons ajouter le Danemark et les États-Unis, M. Zec- 
tUKn a professé à l'Université de Copenhague, pendant l'année scolaire 1876-1877, un 
cours de Statique graphique qui a été suivi par les élèves de l'École polytechnique • 
et M. H.-T. Eddt, professeur à l'Université de Cincinnati et auteur de plusieurs bro- 
chures très-recommandables sur la Statique graphique, nous écrivait tout récemment : 
• Graphical Statics is taught at Michigan Université, bjr Ch. E. Gbebnb, professer of 
Civil Engineering, who has published several papers on this subject, jilmost ail the 
Engineering Schools sajr that thejr teach this subject y but it is oijicult to just tvhat 
extent. • 

(') Die graphisehe Statik, von K. Colmann. Zurich, Meyer et Zellcr, 1866, p. vu. — 
Die graphisehe Statik^ von C. Colmaii!!, zweite neu bearbeitete Auflage. Erster Band. 
Zurich, Meyer et Zeller, 1875, p. xiv. 
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II. 

Poncelet ( ' ) trouve « un peu hasardée et peut-être ambitiease » 
Tépithète de « Géométrie moderne » appliquée aux théories et aux 
méthodes dont Tensemble constitue la Géométrie de position ou 
Géométrie projective. Son observation est fondée, au point de ^oie 
de rhistoire, car elle tend à reconnaître le tribut que les anciens (^) 
ont apporté à cette branche des Mathématiques. On ne saurait^ ce- 
pendant, contester au\ modernes le mérite d^avoir imprimé aux 
recherches géométriques un profond caractère de généralité et de 
fécondité. 

A la vérité, les géomètres anciens ont fait preuve d^une très- 
grande pénétration, et leurs découvertes sont revêtues de cette 
forme parfaite que nous admirons dans toutes les œu\Tes de leur 
temps. Mais ils n^avaient pas dans l'invention scientifique cette 
large manière qui caractérise si éminemment le génie des modernes. 
Leurs recherches témoignent, au contraire, d'une préférence mar- 
quée pour les solutions particulières et pour les conceptions étroi- 
tement définies. Les plus grands géomètres de l'antiquité ont, en 
effet, jugé nécessaire de traiter minutieusement dans leurs écrits, 
comme autant de problèmes distincts, les innombrables cas d^une 
même question, qui ne diffèrent que par la position des lignes. 
Comme ils n'étaient point parvenus à dégager les principes supé- 
rieurs qui auraient permis de résoudre tous ces cas par l'applica- 
tion d'une seule et même méthode, il ne leur fut pas donné d^em- 



(•) Traité des propriétés projectives des figures, etc., par J.-V. Poncelet, l. i* 
p. vil, 3* édition. Paris, Gauthier-Villars, i865. 

(*) Pappi'S a indiqué, dans le Livre Vil de ses Collectiones mathematicœ (Pisauri, 
i558; Bononiae, 1660), la nomenclature des traités qui font suite aux Éléments et qui 
constituent, en dehors de ceux-ci, une sorte de Géométrie supérieure. Il écrit, en 
cflet : « EccLiDis datornm liber unus. Apolloxii Xoyou àicoTO(ifSc, hoc est de propor^ 
tionis sectione libri duo ; X'^P^ov à7C0T0(xfj;, hoc est de spatii sectione duo ; Èica9tâv, 
hoc est tactionum duo. Ecclidis /»ommarifm très. Apolloïiii vEÛ<7cfa>v, hoc est inclina'-' 
tionum duo. Ejusdem tôttoiv i7cmcSb>v, hoc est planorum locorum àuo ; conicorum 
octo. AaiSTiEi tôirtav crrepeûv, hoc est locorum solidorum quinque. Ecclidis toiccov frpôc 
iTCifXviav, hoc est locorum ad superficiem duo. Eiatostbbnis de medietatibus duo. • 
Foir^ à propos de ces divers travaux : Euclid und sein Jahrhundert, Mathematisch-' 
historische Skitze, von MoaiTZ Cantor. Leipzig, 1867. 
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brasser les grandes vues d'ensemble et de s'élever des résultats par- 
ticuliers aux propriétés les plus générales. 

Les anciens sacrifièrent ainsi à une simplicité et à une évidence 
factices la véritable simplicité, qui consiste dans la généralité des 
principes, et la véritable évidence, qui met complètement en lu- 
mière les relations existant entre les formes géométriques, consi- 
dérées dans tous les cas possibles de transformation et de po- 
sition (*). 

Digne de servir à jamais de modèle pour l'exactitude des rai- 
sonnements, pour la clarté des conclusions, pour la netteté de 
son style lapidaire, proclamée indispensable par les philosophes 
anciens, non comme source d'applications pratiques, mais comme 
type de logique rigoureuse, la Géométrie élémentaire, dite synthé- 
tique, ne pouvait être mieux continuée que par les théories de la 
Science moderne (^). Les anciens, dans leurs recherches sur les 
sections coniques, avaient seulement entrevu le principe de la dé- 
rivation des figures. La nouvelle Géométrie, s'appuyant sur ce prin- 
cipe, s'est élevée de la notion des rapports simples à la considé- 
ration des rapports multiples projectifs. Elle a concilié les avantages 
de l'antique synthèse avec ceux de la méthode analytique. Elle a 
conservé de la première la perception sensible des rapports de 
quantités, tout en écartant les figures sans élégance et la stricte 
limitation des vues; elle a emprunté à la seconde l'uniformité et 
la généralité des principes, à l'exclusion des formules algébriques 
qui n'auraient pas été compatibles avec la représentation figurée 
des relations. 

Plutarque raconte que Ptolémée, fils de Lagus, voulut être dis- 
ciple d'Euclide, mais que, rebuté par les difficultés de l'étude, le 
monarque demanda s'il n'y avait pas quelque moyen plus facile 
pour apprendre la Géométrie. « Non, répondit Euclide, la Géomc- 



(*) Die Entwickelung der Mathematik in den Utzten Jahrhunderten^ yod H. Hankel. 
Tûbingen, Fties, 1869, p. 10. — Die Elernente der projectivischen Géométrie in sy/i" 
tketischer Behandlung, Vorlesungcn von D** Hermank Hankbl. Leipzig, Teubner, 
187.% p. I. 

(') 11 est superflu de faire observer que nous n'entendons pas faire ici l'histoire des 
récents progrès de la Géométrie. Nous avons voulu simplement indiquer quelques- 
uns des travaux sur lesquels repose la Géométrie de position, prise par Ccliia:<!I 
comme base de sa Statique graphique. 



XII PEEPACI. 

trie napas de route particulière à l'usage des rois ((a^ tTvai psatXtxj^v 
^Tpairovirpoçrcci>arrp(av). » Nous pouvons dire, avec Hankel, que la 
noui^elle Géométrie est précisément cette route royale, EUe a ré- 
vélé le lien organique qui rattache les unes aux autres les formes 
les plus variées de Tétendue ; elle a presque atteint dans ce sens 
l'idéal de la Science. 

Après la renaissance du xvi* siècle , la spéculation géométrique 
resta d*abord stationnaire dans le cadre des méthodes anciennes, 
et il ne fallut pas moins que Timpulsion décisive de Desarg^es et 
de Pascal pour préparer Tavénement de la synthèse moderne. 

D^autres sujets, tels que TAlgorithme cartésien, le Calcul infini- 
tésimal et la Mécanique, absorbèrent les dernières années du 
xvii* siècle et la plus grande partie du xviii*. 

Carnot, le premier, vers 1800, reprit courageusement Fœuvre 
interrompue de ses devanciers et enseigna Inapplication des mé- 
thodes nouvelles à Tétude de Tancienne Géométrie. Ses travaux 
sur la Corrélation des figures de Géométrie, sur la Géométrie de 
position ( * ) et sur la Théorie des transi^ersales marquent, au com- 
mencement de notre siècle, le point de départ des découvertes 
modernes. 

L'œuvre de Carnot, qui peut, à certains égards, être considérée 
comme la suite des travaux de Simson et de Stewart, est d'ailleurs 



(' ) M. L.-Am. S&dillot assure ( Notice du Traité des connues géométriques de Hassan 
hen Haithem, insérée dans le Nouveau Journal asiatique, t. Xll, p. 4^^» Paris, 
WM2CCXXXIT), que les Arabes ont connu la Géométrie de position. Mais des recherehes 
postérieures ont démontré l'inexactitude de cette assertion. L'Ouvrage de Hassan bsii 
HAiTnEii(ou pour mieux dire de Aboo-Ali-al-Hassan-bbii-al-Hassam-beii-al - Haithem ) 
sur les connues géométriques {Catalogus codicum manuscriptorum bibliotheeœ regiœ; 
Paris, 1739; t. 1, p. 318-319; ™^** Arab., n" 1104), cité comme exemple des 
recherches faites par les Arabes dans cette branche des Mathématiques, ne contient 
pas, d'après Libbi (^Histoire des sciences mathématiques en Italie, t. 1, 3* édition; 
p. 348, Halle, i865), un seul mot sur ce que les géomètres appellent, depuis un siècle 
environ, Géométrie de position. En effet, déterminer d'après certaines conditions, 
comme le fait l'auteur en question, les propriétés et la position d'une courbe, c'est 
chercher un lieu géométrique, et non pas faire de la Géométrie de position, telle que 
d'Alembbbt et Cabnot l'ont entendue. Les Grecs, aussi bien que les Arabes, se sont 
terris du mot position en Géométrie ; l'expression donné en gnmdeur et en position, 
ou simplement donné de position, se trouve très-fréquemment dans Pappcs ; mais ces 
mots ne serraient, chez les Grecs, qu'à éviter les circonlocutions et à abréger les 
lonstrations. 
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empreinte de cet esprit généralisateur et facile, puissant et concis, 
qui caractérise les œuvres de Pascal et de Desargues. 

Au temps de Camot florissait déjà Técole de Monge, dont un 
des derniers disciples, Poncelet, est à juste titre proclamé créa- 
teur de la Géométrie projective proprement dite. Voici dans quels 
termes Poncelet a formulé le nouveau programme des recherches 
géométriques { * ) : 

« Agrandir les ressources de la simple Géométrie, en généraliser les con- 
ceptions et le langage ordinairement assez restreints, les rapprocher de ceux 
de la Géométrie analytique, et surtout offrir des moyens généraux propres 
à démontrer et à faire découvrir, d'une manière facile, cette classe de pro- 
priétés dont jouissent les figures quand on les considère d'une manière pu- 
rement abstraite et indépendamment d'aucune valeur absolue et déter- 
minée. » 

Quarante ans se sont écoulés entre la première apparition du 
Traité des propriétés projectii^es des figures et la publication 
d'une seconde édition, enrichie de nouveaux Mémoires sur les 
centres des moyennes harmoniques, sur la réciprocité polaire, sur 
l'analyse des transversales et sur les principales applications de 
ces théories générales aux propriétés projectives des courbes et des 
surfaces géométriques. Durant cette période, d'autres géomètres 
éminents, mettant à profit les recherches antérieures de Poncelet, 
sans rien perdre de leur originalité propre, ont travaillé avec ardeur 
à faire progresser la Science dans la voie nouvelle où elle était en- 
gagée. 

Dans son Rapport sur les progrès de la Géométrie, qui est une 
sorte de continuation du célèbre Aperçu historique, l'illustre 
Chasles établit deux principales divisions des travaux géomé- 
triques : les uns étant d'Analyse appliquée, les autres de Géomé- 
trie pure. Il subdivise ensuite les recherches de Géométrie pure 
en deux branches : « Les unes, dit-il, se rattachent à la Géométrie 
ancienne, en y comprenant les considérations infinitésimales di- 
rectes qui suppléent au calcul analytique et qui ont si puissam- 
ment contribué aux progrès de la théorie des lignes et des surfaces 



( * ) Traité des propriétés projectives des figures, etc., ptp J.-V. Poncilit. T. !•% 
9* édition, p. XXII. Paris, i86S. 
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depuis une irentaÎDe d^années; les autres appartiennent aux mé- 
thodes qu'on désigne sous le nom de Géométrie moderne ( * ). 

Les travaux de Géométrie pure moderne, qui ont vu le jour 
entre la première et la seconde édition de Poncelet, se rattachent 
eux-mêmes à trois écoles distinctes , à la tête desquelles figurent 
trois hommes éminents : Steiner, Chasies et v. Staudt. 

Quelques efforts qu'il fasse pour le dissimuler, Steiner apparaît 
comme un des plus fidèles continuateurs de Poncelet. Des cinq 
Parties qui devaient composer son CEuvre(-), une seule a été pu- 
bliée et elle suffit pour justifier la haute renommée du fondateur 
de la Géométrie moderne en Allemagne. Ses propositions sont si 
rigoureusement démontrées, si étroitement enchaînées, qu'on 
éprouve, à la lecture de son livre, la même satisfaction qu'à l'étude 
des aror^cîa de la Géométrie ancienne. 

Steiner ne s'est pas borné à exposer les propriétés graphiques 
ou descriptives des figures. L'un des caractères distinctifs de son 
Œluvre consiste dans le développement qu'il a donné aux pro- 
priétés de grandeur ou de mesure, appelées métriques par Pon- 



(') Recueil de Rapports sur l'état des Lettres et les progrès des Sciences en France, 
— Rapport sur les progrès de la Géométrie^ par M. Cuasles, etc.; Paria, mdccclsx, 
p. 5. 

(•) Sjstematische Entwickelung der Àbhiingigheit geometrischer Gestalten "von 
einander mit Berucksichtigung der Ârbeiten alter und neuer Geometer iiber Porismen 
Projections-Methoden^ Géométrie der Lage^ Transversalen, Dualitàt und Reciprocitàt, 
Ton Jacob Steiner. ErsterTheil. Berlin, Fincke, i833. La préface de cet Ouvrage con- 
tient le plan complet que Til lustre auteur s'était tracé pour l'exposition, en cinq Par- 
ties, de l'ensemble de ses recherches. La première Partie contient les principes sur 
lesquels repose la Géométrie synthétique moderne. La cinquième devait renfermer : 
eine ausfùhrliche und umfassende Behandlung der Kurven und Flàchen zweiten Grades 
durch Konstruction und gestutzt au/ projectivische Eigenschaften, On en trouve les 
principaux matériaux dans le Journal fur die reine und angewandte Mathematik de 
A.>L. Crelle, dans les j4nnales de Mathématiques de Gergo:i?ie, et surtout dans les 
leçons que professait Steiner à TUniversité de Berlin. 

Le D*" C.-F. Geiser, neveu et héritier de Steiner, professeur à l'Institut polytech- 
nique de Zurich, n'a pas voulu que ces leçons orales fussent perdue;». Les manuscrits 
recueillis et complétés par lui et par le De E. SchrOter, professeur à l'Université de 
Breslau, ancien disciple du grand gcomètref ont été publiés sous les titres suivants : 
Jacob Steiner' s Vorlesungen àber synthetische Géométrie, Erster Theil. Die Théorie der 
Kegelschnitte in elementarer Darstellung. Zweiter Theil. Die Théorie der Kegelschnitte^ 
gestutzt auf projectivische Eigcnschajten, Leipzig. Druck und Verlag von B.-G. Teub- 
ner, 1867. Une seconde édition a été publiée récemment (i8;6). 
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celet. Chasles, comme nous le verrons plus loin, avait aussi re- 
connu la nécessité de diriger ses recherches dans cette voie, et 
nous trouvons, dans son remarquable Rapport [^), Texposé des 
raisons qui l'ont déterminé : 

*i La théorie des figures homologlques et celle des polaires réciproques, 
qui sont la base des beaux travaux de l'illustre général Poncelet, donnèrent 
une grande impulsion aux recherches de pure Géométrie. Mais ces deux 
méthodes de transformation étaient susceptibles d'une généralisation que 
les progrès de la Science rendaient nécessaire. Si la transformation des 
propriétés descriptives ne présentait aucune difficulté, il n'en était pas de 
même des propriétés métriques, dont la transformation ne se faisait que 
dans des limites assez restreintes. En outre, les deux figures, dans l'une et 
dans l'autre méthode, avaient entre elles des relations de position qui res- 
treignaient les conditions auxquelles on aurait voulu satisfaire dans la 
construction d'une nouvelle figure. 

» Il y avait donc à désirer, d'une part, un type plus étendu des rela- 
tions métriques transformables, et, d'autre part, un procédé de construc- 
tion des figures transformées, satisfaisant à des données et à des conditions 
plus générales que celles auxquelles étaient assujetties les figures homolo- 
giques et les polaires réciproques. » 

Telles sont aussi, sans aucun doute, les considérations qui ont 
guidé Steiner. Sa Géométrie repose d'ailleurs essentiellement sur 
le principe de la projection centrale. Le titre de projectile serait 
donc très-propre à en caractériser la méthode ; nous voudrions que 
ce titre lui fût réservé. 

On distinguerait alors sous le nom de Géométrie supérieure 
l'ensemble des recherches sur les propriétés métriques des figures, 
qui empruntent leur principal fondement aux travaux de Chasles. 

Le Traité de Géométrie supérieure, véritable monument élevé 
à la science de l'étendue, est empreint de cette forte unité qui 
distingue les œuvres capitales. Il est basé sur les trois théories 
du rapport anharmonique de quatre points, des divisions homo- 
graphiques et de Yinvolution, Ces théories, déjà exposées dans 
les Notes de V^perçu historique, sont enseignées à la Sorbonne 



(•) Bapport sur les progrès de la Géométrie, Paris, mdccclxx, p. 82. 
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depuis 1846. Leur influence a été telle, qu'on en reconnaît la 
trace dans presque toutes les productions des jeunes géomètres 
français. 

L'autorité du nom de Chasles suffirait au besoin pour justifier le 
titre de Géométrie supérieure que Thistoire de la Science a déjà 
consacré à la doctrine du grand géomètre, et Ton objecterait en 
vain que, si cette doctrine a pu paraître tout d'abord très-élcTée 
et véritablement supérieure, elle a été vulgarisée depuis, au point 
de trouver place dans les Traités élémentaires de M. Amiot, de 
MM. Rouché et de Comberousse, de M. Sclirader et de divers autres 
auteurs (* ). 

Les travaux de Staudt diffièrent essentiellement des recherches 
de Steiner et de Chasles. Ils ne traitent que des rapports de posi- 
tion des formes géométriques ; les propriétés métriques des figures 
en sont exclues. 

Staudt semble avoir lui-même indiqué le titre propre à caracté- 
riser sa méthode, quand il a écrit, dans la Préface de son GËuvre 
magistrale (^) : « J'ai tenté de faire de la Géométrie de position 
une science indépendante de toute considération de grandeur. » 
Cet esprit créateur ne s'est pas borné à. étendre, par ses propres 
recherches, les limites de la science géométrique ainsi définie ; il a 
aussi coordonné les travaux de ses devanciers en un ensemble har- 
monieux et homogène. Sa méthode présente d'ailleurs de précieux 
avantages au point de vue de l'enseignement. L'exclusion systéma- 
tique du calcul et l'invention d'une nouvelle voie pour la démon- 
stration des propriétés métriques ont conduit Staudt à dégager, 
dans toute sa pureté et dans toute sa généralité, cette loi de dua- 
lité si importante et si féconde, si propre à développer chez les 
élèves l'habitude des eflbrts personnels et le goût des recherches 
originales. Le mérite d'un tel progrès ne peut être revendiqué 
par aucune des méthodes appliquées à l'étude des relations de 



( * ) L'OEuTre de Chasles comprend, outre les Ouvrages déjà cités, le Traité des sec^ 
tlons coniques f les trois livres de porismes d'Euclide, rétablis d'après la Notice et les 
lemmes de Pappus^ et de nombreux Mémoires, très-riches en précieux matériaux pour 
l'étude géométrique des courbes et des surfaces. 

(•) Géométrie der Loge, Ton D' G.-K.-C. Yos Staudt. Nûrnberg, 18^7. — Beitràge 
zur Géométrie der Lage, Ton D' K.-G.-G. tor Staudt. Nùmberg, 1 856- 1860. 
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grandeur; cela tient surtout à ce que la loi de dualité, qui domine 
toute la Géométrie de position , n^intervient pas, en général, dans 
la Géométrie de la mesure. 

On doit reconnaître, toutefois, que la vérité géométrique est 
présentée par Staudt sous une forme particulièrement abstraite et 
philosophique. Son CEuvre se distingue par une grande recherche 
d'expressions , par un laconisme excessif et par la suppression 
voulue des figures (*). Il se borne à exposer les propositions les 
plus générales, laissant au lecteur le soin de les développer et de 
les appliquer. II est trop aride pour les commençants. Aussi, 
quelque admirateur que nous soyons de TŒuvre de Staudt, 
devons-nous nous associer, dans une certaine mesure, au jugement 
suivant qu'un géomètre allemand en a porté : 

R Cette Œuvre, écrit Hankel ('), classique dans sa singularité, est une 
grande tentative faite en vue de soumettre la nature, dont Fessence est de 
se manifester sous mille formes variées, à Tuniformité d*un schématisme 
abstrait et systématique. Une telle tentative n'était possible qu'en Alle- 
magne, pays des méthodes scolastiques et, nous pouvons ajouter, de la pé- 
danterie scientifique. Certes, les Français n'ont pas moins fait que les 
Allemands pour les sciences exactes; mais ils prennent leurs moyens d'in- 
vestigation partout où ils les trouvent ; ils ne sacrifient pas l'évidence au 
système, la facilite des recherches à la pureté des méthodes. 

» Replié en lui-même, dans sa paisible retraite d'Erlangen, Staudt a 
bien pu développer un système scientifique, pour sa propre satisfaction 
et pour celle d'un ou deux auditeurs qui venaient s'asseoir, par aven- 
ture, à côté de sa table de travail ; mais la création d'un tel système n'au- 
rait pas été possible à Paris, au contact des autres savants et des auditoires 
nombreux. » 



(') L'exposition de la Géométrie sans le secours des figures était familière aux 
Hindous. Brahmegcpta, dans son Ouvrage célèbre {jélgebra, with Arithmetic and 
Mensuration, from the sanscrii of Brahmegftpta and Bkascara^ translated by 
Hb?irt-Thoiias Colebbooke; London, 1817), a fait connaître quelques expressions de 
leur nomenclature mathématique, dont ils faisaient un très-heureux usage pour 
énoncer les théorèmes sous une forme concise et sans recourir aux figures. Ces 
expressions, au jugement de Chaslis, donnent à la Géométrie des Hindous un 
caractère de généralité qui manquait souvent à celle des Grecs {Aperçu historique; 
Bruxelles, 1837, et Paris, 1875, p. ^21). 

(*) Die Elemente der projectivischen Géométrie in sjmthetischer Behandlung, Vorle- 
sungen von D' Hemauzi Uahul. Leipzig, 1875, p. 3o-3i. 
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La Géoméirie de Staudt est précisément celle que Culmann sup- 
pose connue de ses lecteurs ( * ). 



m. 

Un très-grand nombre de propriétés géométriques peuvent être 
démontrées, soit à Taide de tracés purement théoriques, grossiè- 
rement effectués, soit même sans le secours d'aucune représenta- 
tion matérielle. Dans Tun et l'autre cas, la pensée supplée à 
Tabsencc des figures ou à leur imperfection. Mais cette imperfec- 
tion ne peut plus être tolérée quand on demande à la Géométrie 
des résultats d'utilité pratique. Il faut apporter alors autant de 
netteté que de rigueur dans le tracé des lignes, dans la détermi- 
nation des intersections, dans le relevé et l'application des me- 
sures; il faut, en un mot, s'approcher autant que possible de cette 
perfection absolue qui est Tessence des conceptions et des dé- 
monstrations géométriques (^ ). 

L'art du dessin conduit à ce résultat. 

Le dessin est le langage de Tingénieur. Il traduit sa pensée avec 
une clarté que le langage ordinaire ne comporterait pas. L'ingé- 
nieur dessine d'abord tout ce qu'il se propose de faire exécuter. Il 
fixe et conserve ainsi la forme sensible de ses idées, le résultat de 
ses calculs et jusqu'à la trace utile de ses tâtonnements. Il n'attend 
pas d'ailleurs que ses calculs soient achevés pour en commencer la 
traduction graphique. Les deux opérations marchent ordinaire- 
ment de front, et c'est souvent au cours même de l'exécution du 
dessin qu'apparaît la nécessité de déterminer par le calcul les di- 
mensions de certains organes. Il s'en faut, d'ailleurs, que l'utilité 
du dessin se borne à l'enregistrement passif des résultats calculés, 
et il n'est pas rare que l'épure fournisse directement des données 
pour le calcul, ou même des résultats susceptibles d'une applica- 
tion immédiate. 

L'idée de soumettre à des règles uniformes ces opérations com- 



(*) Nous indiquerons plus loin les règles que nous avons suivies dans la rédaction 
do la partie purement géométrique du présent Ouvrage. 
(') Voir CocsiKERY, Le calcul par le trait , etc. Paris, i8/|0. Avertissement 
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binées de calculs et de tracés devait nécessairement se faire jour; 
elle a été accueillie avec une faveur très-marquée, grâce surtout au 
récent développement des études géométriques (*)• 

Les premières origines du calcul graphique se confondent avec 
celles des représentations graphiques, considérées dans le sens 
spécial que les modernes attribuent à cette expression. Il faut 
chercher ces origines dans TArithmétique des Pythagoriciens ; dans 
le cinquième Livre des Eléments d^£uclide, où la théorie des 
proportions est amplement exposée et où II est fait usage des 
droites comme de symboles ; dans les propositions 27 et 28 du 
Livre VI des mêmes Eléments; dans les propositions 58, 5g, 84, 
8j, 86 et 87 des Données d'Euclide; enfin, dans les nombreuses 
solutions mécanicographiques que les mathématiciens grecs nous 
ont transmises des fameux problèmes de la duplication du cube et 
de la trisection de l'angle. On peut suivre le développement con- 
tinu des méthodes graphiques, après les Grecs, chez les Hindous 
dans Brahmegupta et dans Bhascara, chez les Arabes dans les écrits 
de Mohammed-ben-Mousa, d'Aboul Wefa, d'Aboul Djoud, d'Al- 
mahani, d'Alqouhl, d'AIhazen et d'Omar Alkhâv^âml, le grand 
constructeur des équations cubiques. Cultivées en Italie, après la 
décadence des Arabes, les méthodes graphiques y devinrent flo- 
rissantes avec Leonardo PIsano etLuca Pacioll; elles empruntèrent 
de nouvelles forces à l'analyse géométrique de Tarlaglla et de 
Cardano, et ce ne fut pas sans ajouter à sa gloire que Vlète les 
appliqua à la représentation figurée des formules. Ces méthodes, 
qu'un certain nombre de contemporains n'ont pas jugées dignes 
de l'attention des savants, furent tenues en grand honneur par 
Descartes, et Newton, dans le temps même où il dotait le monde 
du plus puissant moyen de recherche analytique, ne dédaignait 



(') Ueber dos FerhàUniss der Arithmetik zur Géométrie, von H. Schefpler. 
Braunschweiu, 1S46. — Die jinwendung der Géométrie auf Arithmetik und Algehra^ 
enthaltend die wichtigsten Lehrsâtie der Arithmetik durch geometrische Constrnctionen 
dargestelit, von D' W. Ber&han. Halle, 1861. — Beitràge zur Lettre der universelten 
Summirung 'von Strecken d. i, i tirer Aneinanderjugung mtttels Parattetversctiiebungt 
von D' WiLBELM Matzea (Aus den Abfiandlungen der-K. bôfim, Gesellsctiaft der fFis^ 
sensctiaften, VI* série, 3 Band).Prag, 1868.— Geometrisk Katkjrl etter geometriska 
qvantiteters ràknetagar af Gôran Dillnbr {Upsala Vetenskaps Societets Arsskrifty 
1861 ; Tidsskrift for Matematik octi Frsik, 1868-1870). — Traité de calcul géométrique 
supérieur, par GOrak Dillneb. T* Partie. Upsal, 1873. Etc. 
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pas d'y recourir et de mettre à profit des procédés qui étaient 
déjà depuis dix-neuf siècles dans le domaine de la Science (* ). 

Nous pourrions encore citer, depuis le Traité de gnomonique 
de la Hire (1682) jusqu'à la Géométrie descriptii^e de Monge 
(1788), d'innombrables exemples de déterminations et de repré- 
sentations graphiques appliquées, par des savants en renom, aux 
opérations du calcul numérique. 

Quelque ancienne, toutefois, que soit l'origine des méthodes 
graphiques, il ne faut pas moins reconnaître tous les caractères 
de la nouveauté aux applications pratiques qui en ont été faites 
depuis un siècle. 

Nous devons, dans cet ordre d'idées, signaler comme particu- 
lièrement digne d'attention une disposition contenue dans l'ar- 
ticle 19 de la loi du 18 germinal an III de la République française. 
Cette disposition prescrivait la construction d'échelles métriques 
propres à établir sans calcul les rapports entre les nouveaux poids 
et mesures et les anciens. Pouchet rédigea, à cette occasion, son 
arithmétique linéaire [^), ouvrage très-peu connu, bien qu'il 
soit de la plus haute importance au point de vue historique. L'ex- 
pression de calcul graphique y est employée pour la première 
fois, et les germes essentiels de ce calcul s'y trouvent contenus, 
ainsi qu'on en pourra juger par quelques extraits : 

« L'Arithmétique linéaire consiste à résoudre, sur des lignes, les pro- 
blèmes pour la solution desquels on se sert ordinairement des chiffres. Les 
lignes, tirées suivant différentes directions, forment, à cet effet, un tableau 
graphique pour l'usage duquel il n'est pas de rigueur de savoir ni lire ni 
écrire.... L'avantage du calcul graphique est la faculté d'opéi-er avec 
promptitude et sans nécessité de plume, papier ni encre, puisqu'il présente, 
en quelque sorte, une Table universelle de comptes faits, pour l'intelligence 



(* ) Pour l'étude complète et la bibliographie des méthodes graphiques depuis leurs 
plus anciennes origines, consulter les Notizie storico^critiche suiia costruzione délie 
equazionif per Antonio Favako. Modena, 1878. * 

(') Échelles graphiques des nouveaux poids, mesures et monnaies de la République 
française, par Locis-E. Pocchbt. Seconde édiUon. A Rouen, de l'imprimerie de 
P. Seyer et Bebourt, an IV de la République. — Métrologie terrestre^ ou Table des 
nouveaux poids, mesures et monnaies de France, etc., par Locis-E. Pocchbt. Nouvelle 
édition. A Rouen, de l'imprimerie de V. Guilbert et Herment, an V de la République 
française (MDCCXCVII, y. st). Nous releyons, à la page yij de la préface, que la pré- 
sente édition est la troisième. 
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de laquelle il sufHt de savoir compter les lignes.... La critique ne man- 
quera pas de reprocher à mon système un défaut de précision : il n*en est 
susceptible qu'autant que le comportent les opérations du compas.... 
Mais cette méthode pourra servir en mille occasions où Ton se contente 
d*avoir, h très-peu près, la solution de ce que Ton demande.... Cette 
Arithmétique linéaire peut devenir universelle comme le calcul ordinaire, 
ainsi que cela sera démontre par les applications que j*en ferai dans la suite 
de cet Ouvrage ( * ) . » 

Le second Ouvrage de Poucliel [Métrologie terrestre, etc.) 
marque les progrès réalisés par ce savant dans le développement 
de sa conception. Les Tables qu'il contient s'appliquent, en effet, 
non-seulement aux quatre premières opérations de l'Arithmétique, 
mais encore à l'élévation à la seconde puissance et à l'extraction 
de la racine carrée. Pouchet mérite donc d'être cité parmi les pré- 
curseurs des modernes applications de la méthode graphique. 
Nous devons toutefois regretter, avec M. Lalanne (2), qu'il n'ait 
pas saisi dans toute sa généralité le principe sur lequel son heu- 
reuse idée repose implicitement. Les hyperboles de ses Tables 
sont pour lui le résultat de la variation d'un produit de deux fac- 
teurs, et rien n'indique qu'il les ait considérées comme projections 
des lignes de niveau d'un hyperboloïde à une nappe. Pouchet 
n'eut pas à un degré suffisant cette forte éducation géométrique 
qui, seule, aurait pu donner à ses idées toute l'étendue dont elles 
étaient susceptibles. 



(*) Il est certain que, en dehors des travaux précités, Pouchet s'est livré à d'autres 
études graphiques. Nous lisons, en effet, ce qui suit dans la Notice sur Louis-Ézéchias 
Pouchet, etc., par Félii-Archimêde Pouchet (Rouen, 1866; p. 3/|) : « Vers 1788, 
entraîné par ses tendances spéciales, il produisit un Tableau astronomique de la 
durée de l'année, sur lequel d'ingénieuses et multiples combinaisons de lignes indi- 
quaient la durée des saisons, des mois et des journées; de grandes ombres y expri- 
maient même l'intensité du crépuscule. Ce Tableau, d'un remarquable fini, fut pré- 
senté à l'Académie des Sciences et valut à son auteur les plus Qatteurs éloges de la 
part de ses Membres et, eu particulier, de l'astronome Lalande. » Le biographe, 
fiU de l'auteur, ajoute à ce sujet dans une note : « J'ai vu ce Tableau astronomique 
dans ma jeunesse; c'était une belle et grande gravure, exécutée au burin, et dont la 
complication des lignes annonçait un ouvrage de longue haleine. > 

( * ) Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique appliquée 
a diverses questions qui se rattachent à l'art de l'ingénieur, par M. Léon Lalanxb, 
dans les Annales des Ponts et- Chaussées, 1* série, 1846, 1*' semestre, p. 63. M. La- 
LAHTiB est le premier, croyons-nous, qui ait appelé l'attention des savants sur les 
travaux de Pouchet. 

h 
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C'est, en effet, sur les théories géométriques les plus générales 
et les plus rigoureuses que les principes du calcul graphique ont 
été ultérieurement établis. La convention des signes appliquée aux 
lignes par Kiistner, aux aires par Meister, Taddition des points 
enseignée par M'')bius, les imaginaires judicieusement introduites, 
telles sont les principales notions théoriques sur lesquelles ont pu 
se fonder les méthodes géométriques de calcul qui constituent les 
préliminaires de la Statique graphique proprement dite. 

Noire cadre restreint ne nous permet pas d'exposer la longue 
suite des recherches qui ont déterminé le développement cl la 
propagation de ces méthodes. Il nous est cependant impossible de 
passer sous silence le remarquable ouvrage publié en France par 
Cousinery (1839). Si Fauteur s'était trouvé par ses connaissances 
théoriques au niveau de celte merveilleuse époque, qui vil briller, 
dans son propre pays, Poinsot, Cauchy, Brianchon,Dupin, Pon- 
celet et Chasles, les applications géométriques auraient, grâce à 
lui, conquis vingt ans plus lot Tuniversellc faveur qui leur est ac- 
quise aujourd'hui. Mais le calcul par le trait, qui fait tant hon- 
neur à Cousinery, se ressent trop d'une insuffisance générale de 
haute culture géométrique et montre combien Tauleur est loin 
d'avoir tiré tout le parti possible des découvertes de ses contem- 
porains. 

Culmann reproche surtout à Cousinery d'avoir cherché pénible- 
ment la base géométrique de son Traité dans la perspective, quand 
il était si naturel d'invoquer simplement les principes déjà établis 
de la Géométrie moderne. Cousinery paraît avoir succombé, en 
cela, au désir de développer et d'appliquer les méthodes (très- 
diversement appréciées) ( * ) de sa Géométrie perspective. 

Les notions exposées par Cousinery, à un point de vue essen- 
tiellement pratique, n'en sont pas moins dignes d'un très-vif in- 



(•) Jperçu historique, etc., par M. CnASLES. Bruxelles, 1837, p. 196-197. — Traité 
des propriétés projectiles des figures, etc., par J.-V. Pomcelet. T. I, a* édition. Paris, 
i863, p. 4i2« D'après Fif.dler ( Die darstellende Géométrie. Ein Grundriss fur Forte- 
sungen an technisctien Hochsctiuten wid zum Selbststudium, Leipzig, 1871, p, 58 1), les 
principes fondamentaux de la Géométrie perspective, de Codsinert, se trouveraient 
exposés dans un ouvrage publié par LAMnERT sous le titre : Die freie Perspective oder 
Anweisnng jeden perspectWisclien Aufriss von freien StRcken und ohne Grundriss zu 
ver/eriigen, Zurich, 17.19. 
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térel, et Culmann lui-ménie, malgré ses justes critiques, a pris 
le Calcul par le trait comme base de sa première Section. 

De Cousinery à Culmann, aucun auteur ne s'est consacré à 
l'étude du Calcul graphique proprement dit. Culmann cite cepen- 
dant quelques exemples tirés de la pratique des ingénieurs, notam- 
ment le procédé de Bruckner pour la détermination des mouve- 
ments de terre (*). 

Les principes du Calcul graphique ne sont pas seulement 
d'une très-grande utilité dans les applications pratiques aux- 
quelles ils se prêtent si bien. On en peut tirer aussi de grands 
avantages dans l'élude d'un grand nombre de questions théo- 
riques, et, à ce titre, ils méritent toute l'attention des hommes 
voués aux recherches de pure science. Nous avons déjà cité le, re- 
marquable travail de M. Lalanne sur la Géométrie anamorphique. 
La représentation graphique des fonctions, la résolution graphique 
des équations ('), l'étude géométrique des pol^^nômes entiers et 
rationnels, la résolution des problèmes de Trigonométrie plane et 
sphérique,la difTérentiatiou et l'intégration graphiques, constituent 
autant de sujets d'application, autant de moyens d'investigation, 
dont la Science a été enrichie par l'introduction des nouvelles 
méthodes. 

IV. 

La Statique graphique ne doit pas être confondue avec la doc- 
trine scientifique connue depuis longtemps sous le nom de Sta- 



(' ) II convient de citer aussi TOnvrage, trop peu connu, de BiinKiiAX {Die yf/i- 
wenelung der Géométrie anf y4ri(hmetik und Algebrat enthaltend die wichtig^ten 
Lehrsàtze der Arithmetik und Algebra durch geometrische Constructionen dargesteltt, 
mit Anweisungf auf D*" Wiegand's Lehrbuchder Arithmetik von D' Wilb. Berkdan. 
(Halle, 1861. Voir en particulier p. 1-48). 

(*)Noas devons nous borner à faire ici mention d'une Notice très- intéressante, 
tout récemment publiée par M. Lalan!<e sous le titre suivant : Méthodes graphiques 
pour l'expression des lois empiriques ou mathématiques à trois variables, avec des 
applications à l'art de l'ingénieur et à la résolution des équations numériques d'un 
degré quelconque. Résumé historique extrait des notices relatives aux travaux des 
Ponts et Chaussées, publiées par le Ministère des Travaux publics à l'occasion de 
l'Ejrposition universelle de 1878. Paris, Imprimerie nationale, 1878. 

Nous aurons, au cours de nos Leçons, plus d'un emprunt à faire aux travaux de 
M. Lala!I!IB, et nous en donnerons, à la même occasion, une bibliographie plus com- 
plète. 

ù. 
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lique géométrique. Il n'existe cependant pas entre les deux, mé- 
thodes une ligne de démarcation tellement tranchée qu'on les 
puisse distinguer nettement, en opposant deux définitions précises 
Tune à l'autre. On pourrait même dire, d'une manière très-géné- 
rale, que la Statique géométrique comprend l'ensemble des appli- 
cations de la Géométrie à la résolution des problèmes de Statique , 
et une définition ainsi étendue embrasserait évidemment les ap- 
plications qui font l'objet spécial de la Statique graphique. 

Mais on est convenu de réserver le nom de Statique graphique 
à toute une catégorie de recherches récentes, qui constituent un 
corps de doctrine désormais bien coordonné et qui, prises dans 
leur ensemble, sont caractérisées par la double condition de 
mettre en œuvre les procédés constructifs du Calcul linéaire 
ou graphique, et de reposer sur la relation fondamentale qui 
existe entre le polygone des forces et le polygone funiculaire. 

Le domaine de la Statique graphique étant ainsi, non pas ri- 
goureusement défini, mais indiqué, on convient de désigner 
sous le nom de Statique géométrique l'ensemble des autres ap- 
ph'cations de la Géométrie, et plus particulièrement de la Géomé- 
trie ancienne, à la Statique. 

On peut dire encore, à certains égards, que la Statique gra- 
phique est à la Statique géométrique ce que la Géométrie descrip- 
tive est à la Géométrie ordinaire, et que, si la Statique géométrique 
a été jugée plus propre à la déduction géométrique des lois qui 
régissent l'équilibre des corps, la Statique graphique convient plus 
spécialement à l'invention et à la mise en pratique des méthodes qui 
permettent de résoudre, par la construction d'épurés, les pro- 
blèmes de Statique se rapportant à Tart de l'ingénieur. 

Il est à remarquer d'ailleurs que si, par une sorte d'action ré- 
flexe, la Géométrie descriptive a contribué souvent aux progrès 
de la Géométrie pure, la Statique graphique n'a pas été sans 
exercer une influence très-favorable sur les plus récents dévelop- 
pements de la Statique géométrique. 

Simon Slevin [De Beghinselen der TVagkonst, i586) a été l'un 
des principaux initiateurs de la Statique géométrique. C'est à lui 
qu'on doit l'idée de représenter les forces , en grandeur et en di- 
rection, par des droites. Cette innovation lui a permis d'établir 
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son théorème fondamental sur l'équilibre de trois forces concou- 
rantes respectivement parallèles et proportionnelles aux trois côtés 
d'un triangle. 

Le parallélogramme des forces, introduit par Newton, marque 
un nouveau progrès. Galilée, Descartes, Roberval, Mersenne et 
Wallis avaient, à la vérité, déjà indiqué, dans certains cas parti- 
culiers, la composition de deux vitesses; mais le principe général 
n'a été bien établi que par Newton, dans ses Philosophiœ natu- 
rafis principia mathematica. 

Varignon a donné, vers le môme temps, dans son Projet d'une 
noiwelle Méchanique, l'énoncé géométrique d'une propriété qui 
est, en substance, le théorème fondamental de la théorie des mo- 
ments ( * ). Il a repris et développé plus tard ce théorème sous une 
autre forme, dans les Mémoires de V ^académie des Sciences de 
l'année 1719 et dans sa JVoui^elle Mécanique posthume (^). Aucun 
ouvrage n'est plus digne de fixer notre attention que ce dernier 
Traité, dont la donnée, purement géométrique, reste tout à fait 
indépendante des recherches de Newton. Varignon y enseigne à 
construire, dans le cas des forces parallèles et dans celui des forces 
distribuées d'une manière quelconque sur un plan (5), le polygone 
des forces et le polygone funiculaire, ces deux puissants instru- 
ments de la moderne Statique graphique. Il détermine, dans les 
deux cas, la résultante d'un système donné de forces, en prolon- 
geant les côtés extrêmes du polygone funiculaire (*). Il considère 
enfin d'une manière spéciale, dans ces diverses constructions, le 



(•) Projet d'une nouvelle Méchanique. Paris, 1687, p. 109. Il ponvicnt de remarquer 
ici que ce théorème était connu en Italie un siècle avant Varigtvon. On lit, en elTet, 
ce qui suit dans un ouvrage de Jean-Baptiste BENBnETTi {Diversantm speculationum 
mathemiUicarum et phjrsicarum liber, Taurini, i585, p. i.{3) : « Quod quantitas 
cuiuslibet ponderis, aut virtus movens respcctu alterius quantitatis cognoscatur benc- 
ficio perpendicularium ductarum a centro librae ad lineam inclinationis. » Behedktti 
avait été conduit à ce résultat par ses recherches sur l'équilibre du levier recourbé, 
question qui avait embarrassé un si grand nombre de géomètres. 

(*) Nouvelle Mécanique ou Statique dont le projet fut donné en MDCLXXXVII. 
Ouvrage posthume de M. Varignon, etc. A Paris, chez Claude Jombert, MDCCXXV. 
T. I, p. 8/|, 91, 3i4} 3i6, 817, 38o, 383, 3&/|, et t. II, p. i53, etc. Nous devons expri- 
mer ici nos remcrciraents à M. Ed. Dewclf, chef de bataillon du Génie, pour les inté- 
retsanta relevés bibliographiques qu'il a bien voulu nous communiquer. 

(') Nouvelle Mécanique, etc. T. I, p. 191-193. 

{*) Nouvelle Mécanique, etc. T. I, p. 198-201. 
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cas limite où, le nombre des côtés du polygone funiculaire deve- 
nant infiniment grand, ce polygone se transforme lui-même en 
une courbe ( * ). 

Notre but n'étant pas de faire ici un historique complet des 
recherches qui se rapportent à la Statique géométrique, nous nous 
bornerons à citer encore, à raison de leur importance, les travaux 
de Monge, de Poinsol, de Chasles et de Mobius. 

Poncelct a fait usage des lignes pour la résolution d'un très- 
grand nombre de problèmes de Mécanique ; mais la plupart de ses 
constructions ne sont pas directement graphiques : elles sont plutôt 
la traduction en langage géométrique d'expressions préalablement 
déduites de l'analvsc. Les inconvénients de cette méthode appa- 
raissent immédiatement. 11 est peu aisé de retenir et d'appliquer 
des constructions basées sur des formules dont la détermination 
analytique échappe souvent à la mémoire. Quand on emprunte, au 
contraire, une charpente linéaire aux données mêmes de la ques- 
tion, le simple développement géométrique de la figure primitive 
conduit tout naturellement au résultat. 

Personne, assurément, ne comprit mieux que Poncelet lui-même 
la supériorité de la méthode directe, fondée sur la pure Géométrie, 
[^'illustre savant occupait depuis plus de dix années la chaire de 
Mécanique à l'Ecole d'application de Metz, quand on le vit se livrer 
aux spéculations géométriques avec une ardeur toute nouvelle. Il 
sentait bien que ses recherches dans cette voie ne manqueraient 
pas de tourner au grand profit de la Mécanique industrielle, qu'il 
venait de créer et dont il avait déjà su faire une véritable science. 
Les diverses branches de Tart technique avaient fait éclore des 
théories imparfaites, qui conduisaient, par de longues et pé- 
nibles recherches, à autant* de solutions distinctes que la pratique 
|)résenlait de cas particuliers. C'est pour suppléer à l'imperfec- 
tion et à l'insuffisance de ces théories que Poncelet s'appliqua 
à résoudre géométriquement les questions relatives à la science de 



(') Nouvelle Mêcaniqur^ etc. T. I, p. ig/j, ig^), qoi, 203. fWr, pour l'appréciation 
dos mérites de Varig!<o?i, Chasles, Aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 5|5. — 
Po?(CELET, Applications d'Analyse et de Géométrie, etc. Paris, i8G'|, t. Il, p. 181. — 
Hoi'R, Cours de 31écanique et machines, professé à l'Ecole Poljtechnique, a* fasc. 
Paris, 1808, p. loS-iii. — DC'uni!<G, Kritische Geschichte der allgrmeinen Principien 
der MechaniÂ. 7,yreite AuùùQe. Leipzig. 1877, p. i38-i'|3. 
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ringénieur. Quelques auteurs assurent nième qu'il fui le premier 
à faire usage du polygone funiculaire pour la détermination des 
centres de gravité ( * ). H est très-désirable qu'une lumière complète 
vienne dissiper les doutes qui subsistent au sujet de cette impor- 
tante application. Aucune autre recherche de Poncelet ne se rat- 
tache aussi étroitement à la Statique graphique. 

Nous pouvons nous montrer plus affirmatif en parlant des études 
de Lamé et Clapeyron sur les polygones funiculaires. Personne, 
que nous sachions, n'en a signalé jusqu'ici la haute importance 
pour l'histoire de la Statique graphique. Ces études ont été pu- 
bliées dans une Revue de Saint-Pétersbourg, à l'époque où les deux 
savants français étaient au service du Gouvernement russe (2). 
Elles contiennent, non-seulement une théorie étendue et com- 
plétée des polygones funiculaires, mais encore la construction de 
ces polygones, considérés dans leurs rapports avec les polygones 
des forces, et des indications très-explicites touchant les multiples 
applications pratiques de cette construction; elles contiennent 
aussi, sur le calcul graphique des moments, des notions qui ne dif- 



(') Ct'L3iA!<i?i a expressément afiirmé ce fait dans les termes suivants: « £r (Pox- 
c::let) hat zuerst tur Ermittlung ifon Schwerpunkten dos Seilpolj'gon, dièses fundu' 
mentale Hûlfsmittel der graphischen StatiÂ, angeweudetf und zwar rtoch an der 
jirtiUerieschule in Metz, also vor 1837, in welchem Jahre er bereits schon in Paris 
wirkte. » {Die graphische Statik, Zweite Auflage , Erstcr Band. Zurich, 1876, p. viii.) 
ISous n'avons trouvé dans les écrits Je Poncelet aucune preuve directe et positive à 
r.-tppui de cotte assertion. Un passage àe^ Applications d* Analyse et de Géométrie 
(t. II, Paris, i86{, p. i8a) pourrait, à lu vérité, faire supposer que Tillustre géo- 
mètre B*est occupé de la question; mais on a quelque peine à s'expliquer qu'après 
l'avoir compliitement résolue il ne l'ait invoquée dans aucun des cas où l'application 
i*n aurait pu être faite avec de grands avantages. Les savants français à qui les œuvres 
Ai Porcelet sont le plus familières inclinent à penser que la propriété dont il s'agit 
a été exposée dans les leçons de la Sorbonne. Nous n'en trouvons cependant aucune 
trace dans les rédactions qui nous ont été communiquées. Nous sommes donc en 
présence d'une sorte de tradition, qui se trouvera sans doute contirniée au cours do 
1 1 publication des œuvres de Poncelet, entreprise avec tant de sollicitude et de suc- 
cès par M. Keetz. 

(') Mémoire sur la construction des polygones funiculaires , par MM. les lieutenants- 
colonels Lamé et Clvpetron, dans le Journal des voies de communication , Saint- 
Pétersbourg, décembre i8j6, n* 6, p. 35-47- — Mémoire sur les polygones funiculaires, 
par MM. les lieuteuants-colonels Lasié et (Ilapeyaon, dans le Journal des voies de 
communication f Saint-Pétersbourg, janvier 1827, n** 1, p. /|3-5G. 
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fèrent en rien de celles qu^on expose aujourd'hui dans les Traités 
de Statique graphique. 

Cousinery occupe aussi une place importante parmi les savants 
qui se sont appliqués à la solution des problèmes de stabilité par 
les procédés du Calcul graphique. 11 a consacré à cet ordre de re- 
cherches une Section entière de son Calcul par le trait. Suppo- 
sant, toutefois, que les notions élémentaires de Statique étaient 
connues de ses lecteurs par le Traité de Monge, il s'est abstenu de 
les exposer et a perdu ainsi l'occasion de les interpréter dans un 
sens plus strictement graphique que géométrique. Quelques con- 
sidérations générales préalables permettent cependant de saisir le 
lien qui rattache le nouvel argument aux principes du Calcul gra- 
phique. 

« D.ins les éléments de Stiitique, remarque l'auteur, les forces sont inva- 
riablement représentées en grandeur linéaire; tandis que, pour résoudre 
les problèmes qui composent la présente Section, nous aurons fréquemment 
occasion de les considérer comme re[)rôsentées par des grandeurs superfi- 
cielles, et l'on conçoit qu'il pourrait arriver telle circonstance où il convint 
de les représenter par des grandeurs cubiques. Les considérations dévelop- 
pées dans les précédentes sections (Calcul graphique) justifient suffisam- 
ment l'emploi de ces moyens divers de représentation, puisque nous serions 
toujours libres d'exprimer linéairement ces grandeurs cubiques ou superfi- 
cielles, ce qui ramènerait la représentation des forces à la forme spéciale- 
ment consacrée par les éléments de Statique. 

» En conséquence, pourvu que nous ne perdions pas de vue les condi- 
tions qui lient chaque force à son signe représentatif, nous serons libres 
d'employer celui de ces signes qui se prêtera le mieux au genre de démon- 
stration que nous aurons adopté. Il convient de rappeler encore, a ce sujet, 
que, dès que l'on représente une force par une surface ou par un cube, la di- 
rection dans laquelle cette f )rce ayit passe nécessairement par le centi*e de 
gravité de l'ensemble superficiel ou cubique qui lui correspond. 

*» ... Quand deux surfaces pesantes, c'est-à-dire donn.intla mesure d'une 
force, agissent aux extrémités des bras d'un même levier, pour qu'il y ait 
équilibre entre elles il f.iut, comme on sait, que chaque surface multipliée 
par le bras correspondant donne un produit identique , ce qui revient à dire 
que les cubes qui auraient ces surfaces pour base et ces bras de levier pour 
hauteur seraient équivalents entre eux. Donc, dans un même parallélépi- 
pède rectangle, chaque face prise pour force et chaque hauteur correspon- 
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dante prise pour bras de levier donneront des moments égaux; et, de plus, 
cette égalité de moments ne cessera pas d'exister dans tous les changements 
rectangulaires que le parallélépipède pourra subir tout en conservant le 
même volume. Quand les forces seront représentées en grandeurs linéaires, 
régalité des moments se réduira, par une raison semblable, à une équiva- 
lence de surface ( * ) . « 

Telles sont les considérations dont Cousinery s'est inspiré pour 
résoudre graphiquement divers problèmes de Statique. Nous les 
avons reproduites dans tout leur développement parce qu'elles 
marquent l'originalité de la source à laquelle Culmann a puisé. 

Nous ne pouvons pas terminer cette revue rapide sans reconnaître 
les titres d'un autre savant français qui doit être compté au nombre 
des précurseurs de l'illustre professeur de Zurich : nous voulons 
parler du capitaine Michon. Son enseignement, tout à fait con- 
forme à l'esprit des méthodes de la Statique graphique, présente la 
première application directe des propriétés du polygone des forces 
et du polygone funiculaire à l'étude de la stabilité des voûtes et 
des murs de revêtement ( ^). 

Saint-Guilhcm , Méry et beaucoup d'autres ont aussi donné , 
avant Culmann, d'intéressantes solutions graphiques de divers pro- 
blèmes de Statique relatifs à l'art de l'ingénieur; mais leurs re- 
cherches, limitées à certaines questions spéciales, n'ont pas eu 
pour effet de dégager les principes généraux qui auraient pu servir 
de base à de véritables méthodes. 

L'Œuvre magistrale de Culmann se distingue, au contraire, par 
la généralité des principes et par un esprit essentiellement métho- 
dique. Culmann a mis en complète évidence les relations qui 
existent entre le polygone des forces et le polygone funiculaire ; il 
en a déduit sa théorie des moments et un très-grand nombre de 



(*) Le Calcul par h trait, IV* Partie, p. ai3*3i5. 

(*) Instruction sur la stabilité des 'voûtes et des murs de revêtement , par le capitaine 
du Génie Michox, professeur du Cours de construction à l'École d'application de l'Ar- 
tillerie et du Génie. Lithogr. Novembre i843t p. 39, sj, tiG. — Voir, à ce sujet, V Exa- 
men critique et historique des principales théories ou solutions concernant l 'équilibre 
des voâteSy par J.-V, Poncelet, inséré aux Comptes rendus de VAcadémie des 
Sciences, Séance du 18 octobre i85}, p. 536. 
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remarquables applications pratiques. Les mêmes relations , déve- 
loppées par l'introduction de la règle des signes, lui ont permis de 
considérer, à un point de vue très-général, Finfinie variété des fi- 
gures qui résultent de la solution d'un même problème. Ces re- 
cherches nouvelles, notamment celles qui se rapportent aux rela- 
l'ons projectîves des deux polygones , sont autant de conquêtes 
réalisées par la Statique graphique au profit de la Statique géo- 
métrique. 

D'après une opinion mise en crédit par le professeur Fleeming 
Jenkin (*), la Statique graphique aurait son origine dans un procédé 
linéaire indiqué par Taylor, dessinateur chez le constructeur anglais 
J.-B. Cochrane. On a vu, par le précédent exposé, combien nous 
sommes loin de partager cet avis. Nous ne pouvons pas non plus 
reconnaître les bases essentielles de la nouvelle doctrine dans 
les travaux de Rankine(*) ou dans les recherches de Clerk Max- 
well sur les figures réciproques ('). Ces auteurs, il est vrai, ont 
confirmé et généralisé le procédé de Taylor ; mais c'est à M. Cre- 
mona qu'on doit véritablement la théorie des figures réciproques 
dans la Statique graphique (*), théorie dont M. Maurice Lévy a 
su faire un si remarquable usage dans son excellent Traité (*). 

Nous ferons d'ailleurs observer que ces questions de priorité 
portent sur une partie restreinte des nouvelles méthodes. Le champ 
des applications de la Statique graphique est infiniment plus vaste ; 
el, pour saisir toute l'originalité du concept de Culmann, il suffit 



(') On the practical application of reciprocaî figures to the calculation of S trains 
on frainework {Transactions of the R. SocieO of Edinburgh, vol. XXV). 

{*) A Manual of appîied Mechanics, by Williaii-Joh!< Macqior.'I Raxki!IE. Eighth 
édition. London, 1872. N*» 115-124. 

(") On reciprocaî figures and diagrams of forces, by J. Clerk Maxwell {Philoso' 
phical Magazine, april i864). — On the calculation of the equilibrium and stijfness 
of f rames {Pliilosophical Magazine, april 1S64). — Ou reciprocaî figures, f rames and 
diagrams of forces ( Transactions of the R. Societj of Edinburgh^ vol. XXVI). 

(*) L. Cremona, Le fgtire reciproche nella Statica grafica, Milano, 1*» giiijrno 
MDCCCLXXII. 

(') /La Statique graphique et ses applications aux constructions, par M. Lévy. Paris» 
|8;4* ^'Ct Ouvrage est le seul Traité complet de Statique graphique qui ait été publie 
en France jusqu'à ce jour. Mais dei parties de la nouvelle méthode ont été inci- 
demment exposées et appliquées dans d'autres écrits, njtamment dans le Cours de 
Mécanique appliquée aux constructions {Résistance des matériaux), par M. Ed. Col- 
Li ;:iux. Paris, 1877, p. Q71-273, 635-6ja, etc. 
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de considérer que le professeur de Zurich a développé sa doctrine 
sans se fonder sur la considération des figures réciproques, et qu'il 
a même étendu ses constructions aux cas où les diagrammes réci- 
proques ne sont pas possibles. 

Cremona et Mohr doivent être comptés, après Culmann, parmi 
les géomètres qui ont le plus contribué au développement de la 
Statique graphique. Le premier ne s'est pas borné aux Œuvres 
écrites que nous venons de citer; on lui doit aussi l'introduction 
des nouvelles méthodes en Italie. Le second s'est fait connaître par 
de nombreuses recherches; son plus beau titre est d'avoir assimilé 
la ligne élastique à un polygone funiculaire. Mohr est ainsi par- 
venu à une relation qui lui a permis de résoudre graphiquement 
les problèmes relatifs aux poutres droites ou courbes et d'apporter 
de grandes simplifications aux méthodes ordinaires de calcul. 



V. 

Il nous reste à parler du but que nous nous sommes proposé en 
publiant ces Leçons et des moyens que nous avons choisis pour 
l'atteindre. 

Nous voulons, avant tout, exprimer notre opinion bien arrêtée 
sur la nécessité de donner une très-large base géométrique à l'en- 
seignement de la Statique graphique. Certains auteurs, tout en 
reconnaissant cette nécessité, inclinent à penser que la prépara- 
tion théorique pourrait être limitée aux propositions indispen- 
sables pour exposer directement la méthode suivant le concept de 
Culmann. Loin de recommander ce système, nous partageons sans 
réserve l'aversion de Chasles à l'égard des « lambeaux de théories 
qui ont pour objet suprême et immédiat des applications pra- 
tiques », et nous pensons, avec l'éminent géomètre, que cette 
fâcheuse tendance est « essentiellement contraire à l'esprit et 
au but des Mathématiques » (*). Séparer la Statique graphique 
de ses origines rationnelles les plus élevées, ce serait fermer toute 
voie de progrès à cette nouvelle branche des sciences appliquées et 
méconnaître les principes essentiels de l'enseignement supérieur. 



('] Rapport sur les progrès de la Géométrie, par M. Chasles, p. 379. Pari», i8yO. 
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La Statique graphique doit donc prendre ses fondements dans les 
théories aussi générales que rigoureuses de la Géométrie mo- 
derne ( * ). Ainsi comprise et enseignée, elle constitue un corps de 
doctrine vraiment scientifique et homogène; elle permet de sou- 
mettre à des règles communes et de résoudre avec facilité un 
grand nombre de problèmes qui empruntaient autrefois à la rou- 
tine des solutions complexes et isolées. 

Lorsqu'on 1870 nous avons été chargé du Cours de Statique 
graphique à TUniversité de Padoue, nous avions déjà la convic- 
tion, confirmée depuis par une expérience de neuf années, qu'une 
forte préparation géométrique devait nécessairement former la 
base d'un enseignement rationnel; aussi avons-nous pris le parti 
de consacrer un assez grand nombre de Leçons à la Géométrie de 
position. Mais cette science n'était pas encore entrée dans le cadre 
de l'instruction universitaire; elle ne faisait pas, comme aujour- 
d'hui, Tobjet d'un Cours spécial (2), et nous avons dû, par une 



(*) Des hommes de grand mérite, voués aux recherches de Mécanique appliquée, 
se sont efforcés de développer les principes de la Statique graphique sans recourir à 
la Géométrie de position. Rculeaii, V. Ott et KArscnixcER ont publié, à ce point do 
vue, des travaux trcs*recommandab1es. Ils sont parvenus, le dernier surtout, à faire 
un exposé très-clair et très-élémentaire du sujet. Mais l'exclusion de certaines pré- 
misses théoriques les a mis dans l'impossibilité de traiter un grand nombre de 
questions intéressantes et de donner à toutes leurs démonstrations ces deux qualités 
si désirables : la généralité et la concision. 

(*) Quand on a introduit, en 1875, l'enseignement de la Géométrie projective dans 
toutes les Facultés des Sciences d'Italie, on s'est proposé de préparer les jeunes gens 
non-seulement à la Statique graphique, mais encore aux nouvelles méthodes de 
Géométrie descriptive. On sait que Mo!(GE avait déjà recommandé l'application de 
l'Analyse géométrique à l'étude de la Descriptive. Olivier, dans ses Développements de 
Géométrie descriptive (i843), a fait intervenir fréquemment des considérations de 
Géométrie pure. Bellavitis a joint à ses Lezioni di Geoinetria descrittiva (i85i) 
quelques essais de Géométrie supérieure, appelée par lui Geometria di derivazione, 
Cremona a mis à profit, pour la Descriptive, les théories de Géométrie supérieure 
qui! enseignait à l'Université de Bologne. Toutes ces applications conduisent, par des 
voles différentes, à l'introduction des théories les plus élevées dans l'étude de la 
Géométrie de Mo!<ge. C'est à la Géométrie de position que la Descriptive doit sa 
transformation la plus récente et la plus complète. Sans entrer dans aucun dévelop- 
pement à ce sujet, nous citerons ici les litres des principaux ouvrages dans lesquels 
les nouvelles méthodes ont été adoptées : 

Die Methodik der darstellenden Géométrie zugleich als Einleitung in die Géométrie 
der Lage, von D"" Wiliielm Fiedlf.R ( Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der 
JVissenschaften zu JVien, Math. Naturwis. Classe. LY Band. V Heft, 1867) — 
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sorte de subterfuge, Tintroduire dans notre Cours de Statique. 
Cette circonstance et le désir de lier intimement les principes 
théoriques aux applications qui s*en déduisent nous ont conduit 
à comprendre la Géométrie de position dans le présent Ouvrage, 
sous le titre général de Leçons de Statique graphique. 

Conformément à l'avis de Culmann, nous avons, dans la partie 
géométrique, suivi TOËuvre de v. Staudt et plus particulièrement 
encore celle de Reye(*). Ce dernier, sans rien ôter de leur géné- 
ralité aux théories exposées par son prédécesseur, a su les mettre 
a la portée des intelligences les moins rompues à une telle disci- 
pline. Nous avons, à l'exemple de Reye, fait aux relations mé- 
triques la place qu'elles doivent avoir dans un Traité qui sert d'in- 
troduction à la Statique ; mais, pour maintenir l'indépendance des 
divers sujets, nous avons cru devoir consacrer à ces relations des 
Appendices spéciaux. 

Nous n'avons pas voulu, à l'imitation de v. Staudt, bannir com- 
plètement les figures de notre texte. Nous pensons, il est vrai, 
avec Steiner, que les considérations stéréométriques, pour être 
bien comprises, doivent frapper directement l'imagination sans 
revêtir aucune forme sensible, et nous nous étudions, dans nos 
Leçons orales, à rendre, autant que possible, les démonstrations 
indépendantes de toute représentation graphique (2); mais ce 
système nous parait excessif quand il s'agit de Leçons écrites : 
aussi, à l'exemple de Reye, avons-nous joint à notre texte un 



yorschule und Anftuigsgrùnde der descriptiven Géométrie^ von Cbr. Scberling. Han- 
nover, 1870. — Die darstellende Géométrie im Sinne der neueren Géométrie fur 
Schulen technischer Richtung, yon Josef Schlesikger. Wien , 1870. — Die darstel- 
lende Géométrie, Ton D' Wilhelm Fikdler. Leipzig, 1871, 1875. — Die Methoden der 
darttellenden Géométrie zur Darstellung der geometrischen Elemente und Grundge^ 
kilde, von Karl Klekler. Leipzig, 1877. Ce dernier Ouvrage offre un intérôt tout 
particulier pour l'étude de la Géométrie de position. 

(*) Die Géométrie der Loge, Vortrâgo von D^* Tdeodor Rete. Hannover, iSGd- 
1868. 

(') n ne faut pas voir la moindre apparence de contradiction entre cette mé- 
thode d'enseignement oral et ce que nous avons dit plus haut, touchant les avan- 
tages de la représentation figurée. Nous préviendrons toute équivoque à cet égard en 
disant que nos Leçons orales ont pour complément indispensable l'exécution par 
les élèves, sous la direction do nos adjoints, d'épurés nombreuses, qui sont la tra- 
duction graphique très-détaillée des cas particuliers les plus propres à faciliter 
l'intelligence des propriétés générales. 
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nombre de figures suflisant pour rester à la portée des jeunes gens 
qui étudient seuls. 

Dans le Calcul graphique et dans la Statique graphique, nous 
avons généralement adopté la méthode de Culmann, sans nous in- 
terdire, toutefois, les modifications avantageuses qui nous ont été 
suggérées par la pratique de renseignement et par les publications 
plus ou moins récentes d'un grand nombre d'autres auteurs. 

Cédant à notre goût pour Thistoire des sciences, nous avons 
disséminé sous forme de Notes, dans le cours de notre travail, les 
renseignements qu'il nous a été donné de recueillir sur l'histoire 
particulière des diverses questions traitées. Nous serions heureux 
que celte innovation inspirât à la jeunesse studieuse la curiosité 
des recherches historiques, qui sont en si grande faveur de nos 
jours. 

Les explications qui précèdent excluent, de notre part, toute 
idée de prétendre à l'invention des matières contenues dans ce 
Traité. Nous n'avions d'autre but, en publiant l'édition italienne, 
que de mettre entre les mains de nos élèves un résumé des Notes 
manuscrites rédigées, d'après les meilleures sources originales, 
pour les besoins de notre enseignement. Nous avons pris soin de 
citer, en tète des Chapitres, les titres des Ouvrages auxquels nous 
avons emprunté. Le lecteur ne saurait mieux faire que de recourir 
directement à ces Ouvrages. Il se mettra ainsi en état d'approfondir 
les nouvelles méthodes, bien plus qu'il ne le pourrait faire parla 
seule étude de nos Leçons. 

Il n'entrait pas dans nos prévisions que ces Leçons, réunies eu 
vue d'un résultat si modeste, dussent jamais dépasser l'enceinte de 
notre Ecole d'application. Elles ne sont pas restées, toutefois, 
complètement inconnues du public français. L'illustre Chasles a 
bien voulu les présenter à l'Académie des Sciences peu de temps 
après leur publication, et M. l'ingénieur en chef Ed. Collignon 
leur a consacré une bienveillante analyse dans les Annales des 
Ponts et Chaussées , Les termes extrêmement flatteurs de celle 
double présentation sont la plus belle récompense à laquelle nous 
ayons pu prétendre. 

Et puisque notre travail élait destiné à l'honneur d'une nouvelle 
publication en France, nous ne pouvions assurément souhaiter un 
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interprète plus compétent et plus soigneux. M. Terrier ne s'est pas 
borné à traduire nos Leçons : il a pris Tinitiative de diverses modi- 
fications utiles et nous a fourni, par ses observations pénétrantes, 
Toccasion d'expliquer les passages qui laissaient à désirer au point 
(le vue de la clarté. Mettant à notre disposition de riches matériaux 
bibliographiques qui nous étaient inconnus ou que nous n'aurions 
pas réussi à nous procurer, il nous adonné la possibilité de traiter 
certains sujets d'une manière plus complète et de mieux établir les 
titres de priorité de quelques savants. Si donc, comme nous en 
avons la certitude, celte traduction française est supérieure à 
l'édition italienne qui Ta précédée de quelques mois, le principal 
mérite en revient à M. Terrier. Nous lui renouvelons ici , pour 
tous ses soins, l'expression de notre plus vive gratitude. 

A. FAVARO. 
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Stci^ier, Sjrstenialische Entwickelung der Abhàngigkeit geonietrischer Gestalten von 
einamder, etc. Berlin, i83a, p. xiii-\vi. — Bellavitis, Saggio di Geometria derivata 
i^Nitovi saggi deir I. R. Accad. in Padova, vol. IV. Padova, i838, p. 349, a33, a58, 359). 
— Staudt, Géométrie der Lagr. Nûrnbcrg, 1847, § 1. — Bellàvitis, Lezioni di Geo- 
metria descrittiva, etc. Padova, i85i, p. 76, iio. — Cremoxa, Introduzione ad un a 
teoria geometrica délie curve piane, Bologna, 1863, p. 7. — Reye, Die Géométrie 
fier Loge, Hannover, 1866, p. 7-i/|. — FiEOLsn, Die darstellende Géométrie. Leip- 

I. — Éléments; proj actions et sections. 

1 . Le point, la droite et le plan sont les éléments simples de la 
Géométrie de position. Les droites et les plans doivent être consi- 
dérés comme illimités de toutes parts, à moins qif on ne convienne 
expressément du contraire. 

2. Un système quelconque de points et de droites dans l'espace 

I 
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peut être projeté d'un point S ( ' ) quelconque, qui devient alors 
centre de projection, au moyen d'un système de droites, qu'on 
appelle rayons projetants, et de plans, qui prennent le nom de 
plans projetants, de telle sorte que tout point du système soit pro- 
jeté par un de ces rayons et toute droite, ne passant pas par S, 
par un de ces plans. Le point S doit être considéré comme lieu 
de tous les rayons et de tous les plans projetants, dont l'ensemble 
constitue ce que nous convenons d'appeler la projection du sys- 
tème proposé (^). 

Considérons maintenant dans l'espace un système quelconque 
de plans et de droites; il sera coupé, par tout nouveau plan c, 
suivant un système de droites et de points, tout plan étant en 
général coupé suivant une droite et toute droite élant coupée en 
un point. Le plan cr est le lieu de toutes ces droites et de tous 



(') Kous avons cru devoir adopter la notation proposée par Rete {^Géométrie der 
Loge, Hannover, 1866, p. 7), suivant laquelle on désigne les points par les lettm 
majuscules A, B, C, . . ., les droites par les minuscules a, b, c, . .., et les plans par 
les minuscules de l'alphabet grec. En outre, conformément à l'algorithme proposé 
par Grassxakx, AB dési(jnera la droite déterminée par les deux points A et B; Aa le 
plan qui passe par A et a\ a a le point commun à a et à a; ABC le plan qui passe 
par les points A, B, C; a^-/ le point commun aux plans a, ^, y^ et ainsi de suite. 
Carxot avait déjà proposé une notation spéciale, en vue d'indiquer, avec simplicité et 
précision, une combinaison quelconque d'alignements de points et d'intersections de 
droites ; mais on a observé avec raison que cette notation perdait de sa clarté quand 
il s'agissait d'exprimer une construction un peu compliquée. On a donné la préfé- 
rence à celle dont Grassmann a fait usage dans son œuvre magistrale {Ausdehnungslehre. 
Leipzig, i844f c^ Berlin, 186a) et dans une série d'autres travaux {Journal de Crelle^ 
volumes 31, 36, 42, 44). Dans sa Note : Sopra un algoritmo proposto pcr espri- 
mere gli alUneamenti e sull ' ordine o la classe del luogo geometrico dei punti o délie 
rette soggetti ad una legge di allineamentOf publiée dans la livraison I des Atti délie 
adunanze delVI. R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, pour l'année acadé- 
mique iS5.'j-i8j5 (p. 58-67), Bellavitis signale, entre autres choses, l'erreur dans 
laquelle Grassmamn est tombé quand il a cm que ses formules seraient assez générales 
pour représenter une courbe quelconque du troisième degré. Bellavitis traduit ensuite 
en formule la méthode enseignée à ce sujet par l'illustre Chasles. 

(') Les projections ont été employées parles astronomes grecs (Hipparque, Ptolé- 
uée et autres) pour la représentation de la sphère céleste apparente. Aux méthodes de 
perspective transmises par les anciens et perfectionnées au xvi* siècle, est venue s'a- 
jouter, vers la fin du xvni®, la Géométrie descriptive (doctrine des projections), complé- 
tée par MoxGB. Desargues est le premier qui ait appliqué les projections aux recherches 
géométriques ; mais l'importance de cette application a été mise en évidence par 
f école de Monge, et particulièrement parles travaux de Poscellt {Traité des proprié' 
tés projcctives des figures, etc. Paris, 1822). Voir Baltzer, Die Elemente der Mathe^ 
maeiÂ, Zwciter Band, drittc Auflage. Leipzig, 1870, p. 163. 



FORMES GÉOMÉTRIQUES FONDAMENTALES. 3 

ces points, dont Tensemble constitue ce que nous convenons 
d'appeler la section du système proposé. 

3. Nous pouvons aussi projeter à partir de droites et couper au 
moyen de droites. En effet, tout point situé en dehors d'une 
droite s détermine avec s un plan, ou est projeté de s au moyen 
d'un plan, et tout plan qui ne passe pas par s est coupé par s en un 
point. Ces résultats pourront être étendus aux cas où Ton propo- 
serait de projeter un système de points à partir d'une même droite, 
ou de couper un système de plans par une droite. S'il s'agit du pre- 
mier de ces deux systèmes, la droite est considérée comme lieu des 
plans qui se coupent sur elle ; s'il s'agit du second, la droite est le 
lieu des points d'intersection situés sur elle. 

II. — Formes géométriques fondamentales. 

4. Une série illimitée d'éléments simples, assujettis à des con- 
ditions communes, constitue une Jbr me géométrique, La forme est 
dite de première, de deuxième ou de troisième espèce, selon que 
ses éléments (points, droites et plans) sont en nombre simple- 
ment, doublement ou triplement infini. La détermination d'un 
élément de la série exige alors respectivement une, deux ou trois 
conditions nouvelles. 

On appelle fondamentales quelques formes géométriques très- 
simples, sur lesquelles repose toute la Géométrie de position. Ces 
formes sont au nombre de six, dont trois appartiennent à la pre- 
mière espèce, deux à la seconde et une à la troisième (* ). 

5. A la première espèce appartiennent : 

a. La ponctuelle, composée de tous les points situés sur une 



(') Ces formes géométriques, déjà indiquées on d'autres termes par Desargues 
{^Brouillon proiect d'une atteinte aux éuénements des rencontres d'un cône avec un 
plan, 1639. — Œuvres de Desargces, réunies et publiées par M, Pocdra. Paris, 1864 et 
1876), par Pascal {Essai sur les coniques) et par les géomètres postérieurs, ont été 
plus explicitement définies par Steiner {Sjrstematische Entwichelung, etc. Berlin, iSSa); 
mais elles n'ont pas toujours été désignées de la même manière et quelques-unes 
d'entre elles ont été diversement dénommées par les mêmes auteurs dans leurs diffé- 
rents ouvrages. Nous signalons ce fait au lecteur qui voudrait recourir aux sources 
que nous avons citées. 

I. 
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seule el même droite. On désigne aussi, sous cette dénomination, 
des séries quelconques de points isolés, disposés d'une manière 
quelconque sur une droite. Tout point de la ponctuelle est un 
de ses éléments, et la droite sur laquelle la forme se trouve est 
le lieu de cette forme. Les éléments de la ponctuelle sont consi- 
dérés comme liés entre eux d'une manière rigide, de telle sorte 
que leurs positions respectives restent invariables sur la droite qui 
leur sert de lieu, quels que puissent être les déplacements de 
cette droite. Nous donnerons le nom de segment à une portion du 
lieu, limitée par deux points. 

b. Le faisceau de rayons, formé de toutes les droites situées 
dans un plan et passant par un même point, qui prend le nom de 
centre du faisceau. Les mêmes dénominations sont appliquées à un 
ensemble de droites isolées, disposées d'une manière quelconque 
sur un plan et passant par un même point. Chacune de ces droites 
se nomme rayon et constitue un élément du faisceau. On peut 
considérer comme lieu du faisceau aussi bien le point d'intersec- 
tion commun à ses éléments que le plan dans lequel il est contenu. 
Ici encore nous considérerons les éléments du faisceau comme 
liés entre eux d'une manière rigide, et nous donnerons le nom 
di angle plan complet à la partie du faisceau limitée par deux de 
ses éléments et composée des deux angles plans simples, opposés 
par le sommet. 

c. hcjaisceau de plans, qui est formé de l'ensemble de tous 
les plans passant par une même droite, nommée axe du faisceau, 
ou encore d'une série de plans particuliers, disposés d'une ma- 
nière quelconque et se coupant sur une même droite. Chacun 
de ces plans est un élément du faisceau. On peut considérer 
comme lieu du faisceau de plans aussi bien l'espace illimité que 
la droite conmiune à tous les éléments de la forme. Les éléments 
qui constituent le faisceau de plans doivent aussi être considérés 
comme rigidement liés entre eux. On donne le nom d^angle 
dièdre complet à toute portion du faisceau limitée pai* deux de 
ses éléments. 

Ces trois formes de la première espèce prennent encore collec- 
tivement le nom de formes fondamentales simples, et il convient 
d'observer que leurs éléments constitutifs doivent être consi- 
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dérés en eux-mêmes, c'est-à-dire abstraction faite des formes dont 
ils pourraient être les lieux. 

6. A la seconde espèce appartiennent : 

d. Le plan ponctuel ou plan réglé, dit encore système plan, 
c'est-à-dire le complexe de tous les points et de toutes les droites 
situés dans un même plan, qui est le lieu de la forme considérée. 
On devra regarder comme éléments du système plan non-seule- 
ment ces points et ces droites, mais aussi l'infinité des ponc- 
tuelles et des faisceaux de rayons contenus dans le plan. En 
effet, ceux d'entre les points qui se trouvent sur une droite 
du système constituent une ponctuelle, et ceux d'entre les rayons 
qui passent par un même point forment un faisceau de rayons. 

e. La gerbe, c'est-à-dire l'ensemble de toutes les droites et de 
tous les plans qui passent par un même point, appelé centre de la 
gerbe. On peut considérer comme lieu de la gerbe, soit le centre, 
soit l'espace illimité. Cette forme contient comme éléments non- 
seulement une infinité de rayons et de plans, mais encore d'innom- 
brables faisceaux de rayons et de plans, car tous les plans de la 
gerbe qui se coupent sur un même axe forment un faisceau de 
plans, et pareillement tous les rayons de la gerbe qui se trouvent 
sur un même plan forment un faisceau de rayons. 

Nous répétons, au sujet des éléments constitutifs des formes de 
la seconde espèce, ce que nous avons dit pour ceux de la première, 
à savoir qu'on doit les considérer comme rigidement liés entre 
eux ; de sorte que les positions respectives des rayons, plans et 
faisceaux contenus dans la gerbe ne subiraient aucune modification 
si le lieu venait à être déplacé. 

7. Enfin, à la troisième espèce appartient : 

f. \J espace [à trois dimensions (')], avec tous les points, 
droites et plans qu'il contient et aussi avec l'infinité des formes 
fondamentales de la première et de la seconde espèce comme 



(*) Voir Ebene gcometrische Gcbilde ers ter und zweiter Ordnung vom Standpunkte 
(1er Géométrie der Lnge, bctrachtet Ton Dr. JoHA!i!<ES Thomas, etc. Halle, a/S., Verlag 
Ton Louis Ncbert, 1873, p. i. 



6 GKOUETRIE DE POSITION. — CHAPITRE I. 

éléments; car tout plan de Tespace est le lieu d^un plan réglé 
ou ponctuel, tout point est le centre d'une gerbe, toute droite est 
le lieu d'une ponctuelle et l'axe d'un faisceau de plans ( * ). 

m. — Relation entre formes de la même espèce. Définition 

de la Géométrie de position. 

8. Deux formes géométriques de la même espèce peuvent être 
déduites Tune de l'autre au moyen d'une projection ou d'une 
section. 

En projetant une ponctuelle d'un centre ou d'un axe, on obtient 
respectivement un faisceau de rayons ou un faisceau de plans. En 
coupant un faisceau de plans par un plan ou par une droite, on 
obtient respectivement un faisceau de rayons ou une ponctuelle. 
En coupant par un plan ou en projetant d'un centre un faisceau 
de rayons, on obtient une ponctuelle ou un faisceau de plans. 

En projetant d'un centre un plan ponctuel ou réglé, on obtient 
une gerbe; réciproquement, en coupant une gerbe par un plan, 
on obtient un plan ponctuel ou réglé. 

9. Nous sommes maintenant en état de définir la Géométrie de 
position en disant qu'elle traite des six formes géométriques fon- 
damentales et de leurs rapports mutuels. 



(*) Staudicl (Le/irAac/i der ueucren Gcomctric fur hôhere Unterrichts-Anstalten und 
zum Selbststudium. Wien, 1871, Druck und Vcriag von L.-W. Seidel und Sohn, p. 3) 
exclut l'espace du nombre des formes fondamentales en se basant sur ce que l'espace 
contient en lui-même toutes les autres formes géométriques. Nous n'avons pas adopté 
cette exclusion, parce qu'il nous parait qu'une raison analogue conduirait à exclure 
aussi du nombre des formes précédentes celles de la seconde espèce, qui contiennent en 
elles-mêmes comme éléments les formes de la première espèce. 



POINT A l'infini. 



CHAPITRE IL 

tLÉMEHTS A L'Oimi (*], BELATIOHS DES FORMES FOXDAMEIITALES 

EHTBE ELLES. 



De8ARgces('), Œuvres, réunies et publiées par M. Poudra. Paris, i864« t. I, p. io4-io6, 
2o5. — Porcelet, Traité des propriétés projectives des figures. Paris, 1823, n"» 96, 
107, 580. •» MObics, Der harycentrische Calcul^ etc. Leipzig, 1827, p.44-6g. — Steiker, 
Sjrstematische Entwickelung, etc. Berlin, 1822, p. 2. — Staudt, Géométrie der Loge. 
Nûrnberg, 1847, p. 23-3o. — Rete, Die Géométrie der La^^ . Hannovcr, 1866, p. i4- 
21. — SCHLEGEL, Sjrstem der Raumlehre, etc. Leipzig, 1875, § 1. 



I. - Point à rinfini. 

10. Si un rayon (droite indéfinie) tourne dans un plan autour 
d'un point fixe S [fig- i), il détermine, pourchacune de sesposi- 

Fig. I. 




lions, un point sur une droite u située dans le même plan et ne 
passant pas par S. Si le rayon accomplit sa rotation dans un 



( * ) La question des cléments à Tinfini a été récemment discutée avec chaleur dans 
la Zeitschrift fur mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht do Hoff- 
llAN!! (Leipzig, Druck und Verlag von B.-G. Teubner). Voir Erster Jahrgang (1870)» 
p. 27g, ^^\'l\^'^. Zweiter Jaltrgang(i%'j\\ p. 39i-4<'9f ig^-^oi.Dritter Jahrgang (iS'jl) 
p. 11-18, i55-i62, 249-267. On voit reparaître sous cette forme l'ancienne question 
des parallèles, sur laquelle les géomètres d'autrefois ont si longuement débattu. 

(*) On trouve, dans l'ouvrage cité, ces lumineuses idées sur l'infini: 1. Unf 



8 GEOUEmiE DE POSITION. — CHAPITRE II. 

sens cl revient à sa position initiale, il sera passé par tous les 
points de u, mais une seule fois par chacun d'eux. Quand le 
rayon mobile est parallèle à la droite Uy on dit qu'il passe par le 
point à l'infini de cette droite. Une droite n'a qu'un seul point à 
l'infini, car le rayon mobile n'est parallèle à u que dans une seule 
de ses positions (*). • 

De là résulte immédiatement que deux droites parallèles ont le 
même point à l'infini. Deux droites dans un plan ont toujours un 
point commun (à distance finie ou infinie). Toutes les droites 
parallèles entre elles et situées dans un plan forment un faisceau 
de rayons dont le centre est à l'infini. Toutes les droites de l'espace 
parallèles entre elles forment une gerbe dont le centre est aussi à 
Tinfini. 

Pour distinguer le point à l'infini d'une droite des points situés 
sur cette droite à distance finie, on a coutume d'appeler le premier 
point impropre et les autres points propres. 



droite peut être considérée comme prolongée à l'infini, auquel cas les deux extrémi- 
tés opposées se joignent entre elles. — 2. Los droites parallèles sont des droites con- 
courantes à l'infini et réciproquement. — 3. Une droite et un cercle sont deux espèces 
d'un m^mc genre, dont le tracé peut être énoncé dans les mêmes termes. Galilée arait 
déjà exprimé cette dernière idée (voir en effet les Lettere famigUari del conte Lo- 
RENzo Macalotti, P. I, Veuciia, MDCCXIX, Lettre XVÏ*, p. aj^). Uneétude faite en vue 
de mettre en évidence les conceptions philosophico-mathématiques de ce grand savant 
conduirait très-probablement à recueillir de nouveaux et importants matériaux pour 
le jugement h porter sur sa méthode. Sur ce point comme sur quelques autres, nous 
avons malheureusement à regretter que certaines lacunes s'opposent à une plus 
exacte appréciation du tribut apporté par Galilée aux progrès des Mathématiques 
proprement dites. 

Dbsargues {op. cit.) et Newtoîc {Philosophiœ naturalîs principia mathematicaj 1687) 
considèrent les asymptotes des hyperboles comme des tangentes dont les poiuts de 
contact sont à distance infinie. Blumberger (Cr///i^zMo<*r<//<^r Theorieenaus der neuc^ 
ren Gcometrir, etc. Halle, i8j8, p. 3) affirme que Leibmitz a exprimé la même con- 
ception et que Descartes s'y est aussi rangé, mais il ne spécifie pas les sources aux- 
quelles il a puisé. 

(*) Ou bien « parce que, dans un plan et par un point, on ne peut mener qu'une 
seule droite qui ne coupe pas une droite donnée ». Cette distinction fondamentale a été 
mise en lumière par Gaiss, à la fin de 1791 ; mais elle n'a fait, de sa part, l'objet d'au- 
cune publication spéciale.. On la trouve indiquée dans les Notices bibliographiques de 
Gauss sur quelques écrits de Schwab, de Metternich et de Mûller {Gottingischc 
gelehrte Anzeigc^ 1816, p. 617, et i8î2, p. 17, 25) et aussi dans les Lettres de Gacss à 
ScncHMAKER, t. II, p. q68 et /|3i^ V, p. i!\Q (Sartorius, Gauss zum Gedàchtniss, p. 81). 
Voir Baltzer, Die Elemente der Mathematihy t. II, dritte Auflage. Leipzig, 1870, 
p. 16. 
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H. On arrive à concevoir, en quelque manière, le point à Tinfîni 
d'une droite comme la limite des positions d^un point mobile qui 
la parcourrait, d'un mouvement continu et indéfini, dans Tun ou 
dans Tautre sens. Le point à Tiniini apparaît alors comme situé 
de part et d'autre de la droite. Toute droite n'ayant, ainsi qu'on 
l'a déjà observé, qu'un seul point à l'infini, on doit admettre que 
toute droite est une ligne fermée, dont les deux parties s'étendent 
en directions opposées et se rencontrent en un point à l'infini ou 
point impropre. 

Cela posé, il est clair qu'une droite ne peut pas être divisée en 
deux parties par un seul point et que deux points sont néces- 
saires pour effectuer cette division. L'un des deux segments con- 
tient le point à l'infini et a une étendue infiniment grande, tandis 
que l'autre a une longueur finie : à moins, toutefois, que l'un des 
deux points de division ne soit situé à l'infini, auquel cas les deux 
segments seraient infiniment grands. 

Si l'on désigne pari le point à l'infini et par A et Blés deux points 
qui divisent la droite en deux segments, tous les points du segment 
AIB sont séparés de ceux du segment AB par les points A et B; 
c'est-à-dire qu'il n'est pas possible de passer d'un point de l'un 
des segments à un point de l'autre sans franchir A ou B. Il ré- 
sulte de cette observation qu'un seul point A d'une droite ne sépare 
pas deux autres points quelconques de cette droite, et que si 
deux points, tels que B et G, sont situés de part et d'autre de A, 
il n'est pas nécessaire de passer sur A pour aller de B à G ; car on 
peut, à cet effet, parcourir aussi le chemin infini à travers le point 
à l'infini. 

Sur quatre points A, B, G, D d'une droite, qui se suivent dans 
l'ordre même où ils viennent d'être nommés, deux couples seu- 
lement sont séparés l'un de l'autre, savoir : AG par BD, et réci- 
proquement BD par AG; les points qui se suivent immédiatement, 
comme A et B, ou A et D, ne sont pas séparés. 

Les mêmes considérations s'appliquent à quatre rayons rt, i,c, d 
d'un faisceau de rayons S et à quatre plans a, |3, y, Jd'un faisceau 
de plans u. 

II. - Droite à l'infini. 
12. Toute droite d'un plan donné n'ayant qu'un point à l'in-r 
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fini, le lieu des points à l'infini du plan est une droite ( • ) ; car la 
droite est la seule ligne qui ait un point, et un seul point, comman 
avec une autre droite quelconque du plan. On donne à cette droite 
le nom de droite à l'infini du plan. 

Si deux plans sont parallèles, toute droite de Tun a ses parallèles 
dans Tautre ; dès lors, les deux plans ont les mêmes points à Fin- 
fini, c'est-à-dire la même droite à Tinfini. Deux plans se coupent 
toujours suivant une droite (située à distance finie ou infinie). 

Comme on dit des droites parallèles qu'elles ont la même direc- 
tion, on dit aussi des plans parallèles qu'ils ont la même posi- 
tion ('); et de même que, pour chaque direction, on a un point à 
l'infini, de même aussi, pour chaque position, on a une droite à 
l'infini. Tous les plans parallèles, considérés d'une manière quel- 
conque dans l'espace, passant par une même droite à l'infini, on 
peut les concevoir comme un faisceau de plans dont l'axe est à 
l'infini. 

Tous les plans parallèles à une même droite ont un point com- 
mun, qui est le point à l'infini de celte droite, et forment une 
gerbe, qui a pour centre le même point. 



III. - Plan à l'infini. 

13. La surface à l'infini ou impropre, dans laquelle se trouvent 
tous les points et toutes les droites à l'infini de Tespace, devra 
être considérée comme un plan, le plan à l'infini, puisqu'elle est 
coupée par toute droite propre en un point et par tout plan 
propre suivant une droite. 

D'ailleurs, deux droites quelconques, situées à l'infini, pouvant 
être considérées comme les intersections respectives de deu\ 



(') Voir, au sujet do cette expression symbolique : A. Transon, De Vinfini^ ou Méta^ 
pltyùque et Géométrie, Évreux, i8y i. — A. Transon, Sur une propriété des asymptotes 
et sur cette locution : « Les points à Vinjini sur un plan sont en ligne droite» {Nouvelles 
yinnales de MatliématiffueSy y." série, t. XII, 1873, p. 289). — Lamarle, Aote sur l'emploi 
de Vinfini dans l'enseignement des Mathématiques élémentaires {^Mémoires de l*jéca~ 
demie Royale de Belgiquey t. XXVII). 

(') L'expression /;o«V/o« d'un plan {Stellungeiner Eùene) est due à Stacdt, GeO' 
metrie der Lage. Nûrnberg, i847f p. aS. 
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couples de plans parallèles, et ces quatre plans s'entrceoupant, en 
outre, suivant quatre droites parallèles, qui concourent en un 
même point à Tinfini, commun aux deux droites en question, on 
voit que toutes les droites à l'infini peuvent être censées se couper 
deux à deux; dès lors toutes ces droites, et par conséquent tous 
les points à l'infini de l'espace, peuvent être considérés comme 
appartenant à un même plan, qui est le plan à l'infini ('). 



IV. -— Formes de la même espèce on d'espèces différentes rapportées 

entre elles. 

14. On dit que deux formes fondamentales sont rapportées 
entre elles lorsqu'à chaque élément de l'une correspond, en vertu 
d'une certaine loi, un élément de l'autre. Deux formes fonda- 



(•) Vo'mçsAXi {Traité des propriétés projectives des figures, etc., n" 96, 580) est par- 
Tenu à la droite à l'infini et an plan à l'infini, à l'aide du principe de continuité, 
dont il a su faire un si remarquable usage. Bien que, dans le cours de nos Leçons, 
nous n'ayons jamais occasion d'invoquer ce principe, ou plutôt pour ce motif même, 
nous croyons devoir expliquer ici en quoi il consiste; nous nous servirons, à cet effet, 
de la belle définition qu'en a donnée Cuasles ( Traité de Géométrie supérieure, Vixvis, 

|852, p. I2-l3.) 

Certaines parties d'une figure, considérôe dans un état général de construction, 
peuvent être réelles ou imaginaires ; quand elles sont réelles, on dit que le fait de 
leur existence constitue une propriété contingente de la figure; et pour distinguer ces 
parties de celles qui sont absolues ou permanentes, on les appelle contingentes. Cela 
posé, il arrive souvent que les parties contingentes servent utilement, quand elles sont 
réelles, pour la démonstration d'un théorème, et que cette démonstration n'est plus 
possible quand ces mêmes parties deviennent imaginaires : on dit alors qu'en vertu du 
principe de continuité le théorème démontré dans le premier cas s'étend au second 
cas, et on l'énonce d'une manière générale. Le contraire a lieu quelquefois, et c'est 
quand certaines parties d'une figure sont imaginaires qu'on y trouve les éléments 
d'une démonstration facile, dont on étend les conséquences au cas où les mêmes par- 
ties sont réelles. 

Tel est le principe de continuité, au moyen duquel on procure aux diverses pro- 
positions de la Géométrie l'extension et la généralité qui leur manquaient d'ordinaire, 
quand on considérait d'une manière restreinte les figures et les résultats des rai- 
sonnements qui leur étaient appliqués. Poxcelet considéra l'admission et l'usage de 
ce principe comme tout à fait indispensables pour donner à la doctrine des projections 
et aux diverses conséquences qui en dérivent la certitude et l'extension nécessaires ; il 
y trouva en outre le moyen d'interpréter, et d'introduire ouvertement en Géométrie, 
la considération des infinis et des imaginaires, qui ont une part si importante et si 
néoetsaire dans l'Analyse algébrique et dans toutes les applications du calcul. 

L'usage du principe de continuité en Géométrie date probablement des origines de 
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mentales rapportées à une troisième sont aussi rapportées entre 
elles; en cfTet, à chaque élément de la troisième correspond ton- 
jours un élément de chacune des deux autres formes; d^oùil suit 
que les deux éléments de celles-ci sont correspondants. Étant 
données autant de formes qu^on voudra, si la seconde est 
rapportée à la première et chacune des suivantes à celle qui pré- 
cède, elles sont toutes rapportées les unes aux autres. 

15. Pour rapporter entre elles, de )a manière la plus simple et 
la plus claire, deux formes d'espèces différentes, on les déduit 
Tune de Tautre au moyen d'une projection ou d'une section, et 
Ton prend comme correspondants deux éléments dont l'un dérive 
de la projection ou de la section de l'autre. 

Si, par exemple, un faisceau S de rayons (/ig*. i ) et une ponc- 
tuelle iiy qui ne passe pas par le centre du faisceau, sont situés 
dans le même plan, nous pouvons assigner comme correspondant 
à chaque rayon du faisceau le point de la ponctuelle qui se trouve 
sur ce rayon. Au rayon parallèle p de S correspond alors le point à 
l'infini de u. 

Si un système plan S est considéré comme section d'une gerbe 
S, dont le centre est placé en dehors de 2, S et S sont rapportés 
l'un à l'autre, de telle sorte qu'à tout point de 2 correspond le 
rayon de S passant par ce point et à toute droite de Z le plan 
de S passant par cette droite. A chaque segment de 2 correspond 
un angle plan de S, à chaque angle plan de 2, un angle dièdre de S. 
Au plan de S parallèle à 2 correspond dès lors la droite à l'infini 
de 2, et chaque rayon de S situé dans ce plan a pour correspon- 



cette science, ainsi que le fait observer Lacroix, dans la préface de son grand Traité 
de Calcul différentiel et de Calcul intégraly au sujet de la seconde proposition du 
livre XII des Éléments d'EucLiDE, proposition qui a pour objet de prouver que les 
aires des cercles sont entre elles comme les carrés des diamètres. C'est par des consi- 
dérations analogues qu'ÀRCDiMÈDB s'éleva ti des propositions beaucoup plus difficiles, 
telles que les rapports des surfaces et des solidités du cylindre et de la sphère, la 
quadrature de la parabole, etc. Mais l'énonce du principe de continuité remonte seu- 
lement à Leioxitz qui, dans une réponse à MALEDRAXcnE, au sujet de la doctrine des 
lois du mouvement, l'a proposé comme exprimant cette loi de la nature, que tout se 
fait par degrés insensibles; ou, comme le disait la philosophie scolastique : Ratura 
tibhorret a saltu (Voir Cdasles, Aperçu historique sur l'origine et le développement des 
méthodes en Géométrie, etc. Bruxelles, 1887, p. 3o3, 357). 
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dant son point à l'infîni situé sur X. Chaque faisceau de plans 
de Sa pour correspondant le faisceau de rayons suivant lequel il 
est coupé par 2 ; le faisceau de rayons devient un faisceau de 
rayons parallèles, dans le cas où Taxe du faisceau de plans est 
parallèle à 2. Si S est une gerbe de rayons parallèles, ayant son 
centre à Tinfini, à tout point propre de E correspond un rayon 
propre de S et à tout élément impropre du plan un élément 
impropre de la gerbe. Si S est le plan à Finfîni et S un point 
propre, à chaque rayon de S correspond son point à l'infini, à 
chaque plan sa droite a Tinfini, à chaque faisceau de rayons une 
ponctuelle à l'infini, a chaque faisceau de plans un faisceau de 
rayons à Tinfini. 

16. Deux formes fondamentales de la même espèce peuvent être 
rapportées entre elles d'une manière très-simple, quand on les 
considère comme sections ou projections d'une troisième forme. 
Ainsi, dans deux faisceaux de rayons ou dans deux droites ponc- 
tuelles, qui sont des sections d'un même faisceau de plans, les 
rayons, ou respectivement les points, situés dans le même plan 
du faisceau de plans, se correspondent entre eux deux à deux. 
Deux faisceaux de rayons, S et Sj, peuvent aussi être facilement 
rapportés l'un à l'autre quand ils sont les projections d'une même 
ponctuelle u, de telle sorte que les rayons passant par le même 
point de la ponctuelle se correspondent mutuellement deux à 
deux. 

Si, dans deux gerbes, on assigne comme correspondants deux à 
deux les rayons qui ont même direction, cela signifie que les 
gerbes elles-mêmes sont considérées comme projections d'un 
même système plan dont le lieu est le plan à l'infini. 
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CHAPITRE III. 

LOI DE DUALITÉ (*]. 



Po.HCELKT, Annales de 3Jathématiques, t. VIII, 1818, p. 30 1. — Gbigoniib, <5â/., t.XYI, 
1836, p. 309. — CuASLES, ibid.j t. XV ni, 1828, p. 370. — Stacdt, Géométrie der 
Lage, Nûrnberg, i8'i7, p. 3o-3G. — Reye, Die Géométrie der Loge, HannoTer, 1866, 
p. 33-23. — HA?ffiELy Die Elemente der projectivischen Géométrie. Leiptig, 1875,11, 
Abschn. 

I. — Énoncé de la loi de dualité. Exemples. 

17. II est facile de reconnaître, dès les premiers théorèmes de 
la Géométrie, relatifs à la position des points, des droites et des 



(*) La question de priorité relative à la découverte do cette loi a fait naître, entre 
Gergoun'e et PoNCELET, UDO coDtfoverse célèbre dans l'histoire de la Science. On doit, 
pour rester impartial, reconnaître que, si Gergon?(e a énoncé le principe, il en avait 
puisé l'inspiration dans les brillants résultats de la Théorie des poltùres réciproques 
de Poncelet, seule méthode alors connue pour ce genre de transformations. Les 
principaux éléments pour l'histoire de cette controverse se trouvent dans les jénnales 
de Mathématiques pures et appliquées et dans le Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, astronomiques, physiques et chimiques. Ces deux publications étalent rédi- 
gées par Ger(.oxne, la seconde sous le pseudonyme de Saigey. Plûckeii se trouva mêlé 
à la dispute. 11 réussit, d'après Clebsch {Giornale di JUatematiche, vol. XI, 1873. 
Napoli, p. 161), à dégager le principe de dualité de tout élément étranger et à présenter 
la question sous son jour véritable. 

Les mérites respectifs des deux adversaires ont été très -clairement exposés par 
Clebsch. La théorie des pôles et des polaires par rapport h une conique avait, écrit-il, 
conduit PoNCELET à une méthode d'après laquelle, étant donnée une certaine classe 
de théorèmes, on en pouvait toujours déduire une antre corrélative, par le simple 
chan(;ement, suivant des rè(;les fixes, do quelques expressions dans les énoncés; 
la substitution était fondée sur ce que, relativement à la conique, à chaque point 
correspond une droite et réciproquement. Étant donné, par exemple, un théorème 
n'exprimant que des rapports de position et dès lors susceptible d'être énoncé 
par des intersections de droites et par des jonctions de points, on en pouvait 
immédiatement déduire un autre, dans l'énoncé duquel les droites du premier 
étaient toujours remplacées par des points et les points par des droites, les interaec- 
tions de droites par des jonctions de points et les jonctions de points par des inter- 
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plans, Texistence d'une certaine loi de réciprocité ou de dualité qui 
conduit à concevoir, dans Tespace, le point et le plan comme réci- 
proques; de sorte que toute proposition (quelle que soit la dispo- 
sition de ses éléments à distance finie ou à l'infini) trouve son 
complément dans une autre qu'on déduit de la première, en 
substituant l'un à l'autre les éléments point et plan, par consé- 
quent aussi les formes ponctuelle et faisceau de plans, et ainsi de 
suite. 

Les couples de semblables propositions s'écrivent ordinaire- 
ment de la manière suivante : 



Deux points A et B déterminent 
une droite AB qui est leur ligne de 
jonction. 

Une droite a et un point B, non 
situé sur a, déterminent un plan 



Deux plans a et p déterminent 
une droite ap qui est leur ligne d'in- 
tersection. 

Une droite a et un plan p, ne pas- 
sant pas par a, déterminent un point 



sections de droites. La théorie des pôles et des plans polaires par rapport à une 
surface du second ordre permet pareillement, dans l'espace, de déduire Tun do 
l'autre deux théorèmes par la substitution réciproque du point et du plan, de la 
jonction de deux points et de Tintersection de deux plans, de l'intersection de trois 
plans et du plan passant par trois points. Gergomne considéra à un point de vue plus 
intrinsèque cette réciprocité du point et de la droite dans le plan, du point et du plan 
dans l'espace, et chercha à la formuler sans aroir rcco urs à la quadrique, dont Porcelet 
arait fait usage pour l'établir. Mais la nette conception du principe devint ainsi un 
peu nuageuse; il prit comme un aspect d'axiome philosophique, très-compréhensible 
assurément, mais en quelque façon mystérieux, au lieu d'être un théorème fécond do 
la doctrine des coniques et des surfaces du second ordre. 

Observons, toutefois, que la loi de dualité ou de réciprocité en général n'a pas 
fait sa première apparition dans la Science à l'époque de la controverse dont nous 
venons de parler. On trouve à ce sujet de précieux renseignements dans la Correspon- 
dance mathématique entre Lbgendre et Jacohi, communiquée par Borciiardt à l'Aca- 
démie royale de Berlin, dans la séance du ii mars 1876, publiée par Borchardt dans 
le vol. LXXX de son journal et reproduite dans les tomes VIH et IX du Bulletin 
des Scieûees mathématiques et astronomiques de MM. G. Darboux et J. Hocel. Il con- 
vient de signaler aussi, comme très- intéressant pour l'histoire de la même question, 
le Mémoire de Kronecrer, intitulé : Bemerkungen zur Geschichtc des Reciprocitdts- 
gesetxes et inséré dans le Monatsbericht der kôniglich preussischen jihademie der Wis- 
senschaften zu Berlin, avril 1875, p. 367-275. 

Si Ton voulait d'ailleurs remonter à la première origine de la loi de dualité, on en 
trouverait des traces dans le triangle réciproque de Viête et d' Albert Girard et, sous 
une forme plus évidente, dans le triangle supplémentaire de Snellius (voir Chasles, 
Aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 54-55, 3a4, 546. Klûcel, Mathematisches 
Wôrterbuch^ t. IV, p. 85o.) 
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aB qui passe par la droite et par 
le point. 

Trois points A, B, C, non situés 
sur une même droite, détermi- 
nent un plan ABC ( le plan de jonc- 
tion}. 

Deux droites a et 6, qui ont un 
point commun, sont dans un même 
plan ab. 



iz P qui est situé sur la droite et sur 
le plan. 

Trois plans a, p, 7, qui ne pas- 
sent pas par une même droite, dé- 
terminent un point x^ (le point d'in- 
tersection). 

Deux droites a et ^, situées dans 
un même plan, ont un point corn- 
I mun ab. 



Ces propositions très-simples (ont encore ressortir Tutilité d'in- 
troduire les éléments à Tiniini ou impropres, sans lesquels il 
n'aurait pas été possible de prendre les énoncés dans toute leur 
généralité. C'est ainsi, par exemple, que, si Ton faisait abstraction 
de ces éléments, on devrait énoncer la première proposition à 
droite de la manière suivante : Deux plans a et (3 déterminent une 
droite ou sont parallèles entre eux; mais, si l'on fait intervenir les 
éléments à l'infini, on peut, même dans le second cas, dire que les 
plans en question déterminent une droite, qui est la droite à 
l'infini. Des observations analogues pourraient être faites au sujet 
des autres propositions relatées plus haut. 

Les mêmes propositions conduisent aux problèmes suivants : 



Faire passer ime droite par deux 
points. 

Faire passer un plan par une 
droite et par un point situé hors de 
la droite. 

Faire passer un plan par trois 
points. 

Faire passer im plan pai* deux 
droites qui se coupent. 



Trouver la droite d'intersection de 
deux plans. 

Trouver l'intersection d'une droite 
et d'un plan qui ne passe pas par 
la droite. 

Trouver l'intersection de trois 
plans. 

Trouver le point d'intersection de 
deux droites situées dans un plan. 



Entre autres propositions doubles, très-usitées, nous citerons 
les suivantes, à titre d'exemple : 



Etant donnés quatre points A, B, 
C, D, si les droites AB et CD se 
coupent, les quatre points sont situés 
dans un même plan ; par suite, les 
droites AC et BD, AD et BC se 
coupent aussi. 



Étant donnés quatre plans a, |3, 7, 
S, si les droites a^ et 7^ se coupent, 
les quatre plans ont un point com- 
mun ; par suite, les plans ay et p9^ 
ct$ et ^ se coupent aussi. 
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Si des droites, prises en nombre quelconque, se coupent deux à 
deux, mais 



ne passent pas toutes par un même 
point, elles sont toutes dans un 
même plan. 



ne sont pas toutes dans un même 
plan, elles passent toutes par un 
même point. 



18. Deux relations ou deux propositions déduites ainsi Tune de 
l'autre sont dites corrélatives ou réciproques. Souvent d'ailleurs 
une proposition est réciproque à elle-même, si le point et le plan 
s'y présentent symétriquement. Tel est, par exemple, le problème 
suivant : Mener dans un plan, par un point donné de ce plan, une 
droite rencontrant une autre droite donnée, qui ne passe pas par le 
point et qui n'est pas dans le plan. Ce problème admet deux 
solutions réciproques : 



Ou bien on joint le 'point donné 
au point d'intersection de la droite 
et du plan. 



Ou bien, par la droite et par le 
point donnés, on fait passer un plan 
et l'on détermine son intersection avec 
le plan donne'. 



A ce problème on ramène facilement les suivants : 



Par un point donné, mener une 
droite qui rencontre deux droites don- 
nées, non situées dans un même plan 
avec le point. 

Si Ton fait passer un plan par le 
point donné et par Tune des droites 
données, 



Dans un plan donné, mener une 
droite coupant deux droites données, 
qui n*ont pas un même point commun 
avec le plan. 

Si l'on détermine le point d'inter- 
section du plan donné avec Tune des 
droites données, 



le problème est ramené au précédent. 



II. — Application de la loi de dualité aux formes fondamentales. 



19. Les formes fondamentales peuvent aussi cire placées les 
unes en face des autres comme formes réciproques. C'est le cas, 
par exemple, du système plan et de la gerbe, dont les lieux, c'est- 
à-dire le plan et le point, sont réciproques. 



a 



Dans la gerbe : 

Le plan. 

Le faisceau de plans. 

Le rayon (comme ligne d'intersec- 
tion de plans] y 

Le faisceau de rayons. 
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Sont dès lors réciproques : 

Dans le système plan : 
Le point, 
La ponctuelle. 
Le rayon (comme ligne de jonction 

de points), 
Le faisceau de rayons, 

et ainsi de suite. 

Il résulte de ce qui précède que, dans Tespace, la droite (ou 
rayon ) est réciproque à elle-même ; elle occupe effectivement une 
situation en quelque sorte intermédiaire entre les éléments réci- 
proques, point et plan. 

Nous donnerons Texemple suivant d'une double proposition 
dans laquelle le système plan et la gerbe figurent comme systèmes 
réciproques : 



Si deux systèmes plans sont rap- 
portés l'un à Tautre, de façon qu'on 
les considère comme sections d*unc 
même gerbe, les cléments correspon- 
dants (points ou droites] des sys- 
tèmes sont situés deux à deux sur un 
même élément ( rayon ou plan) de la 
gerbe. La ligne d'intersection des 
deux plans coïncide avec sa corres- 
dante, ou se correspond a elle-même, 
et telle est aussi la condition de tout 
point situé sur cette droite. 

Les deux systèmes plans ont ainsi 
une ponctuelle correspondante com- 
mune. 



Si deux gerbes sont rapportées l'ane 
à l'autre, de façon qu'on les considère 
comme projections d'un même sys- 
tème plan, les éléments correspon- 
dants (rayons ou plans) des gerbes 
passent deux à deux par un même 
élément (|>oint ou droite ) du système 
plan. Le rayon commun aux deux 
gerbes, qui en réunit les centres, 
coïncide avec son correspondant ou 
se correspond à lui-même^ et telle 
est aussi la condition de tout plan 
passant par ce rayon. 

Les deux gerbes ont ainsi un fais- 
ceau de plans correspondant com- 
I mun. 



m. — Réciprocité dans le plan. 

20. Dans le plan, deux figures ou deux propositions corré- 
latives se déduisent Tune de l'autre par Téchange des éléments 
point et droite. Ainsi : 



Deux points quelconques d'un plan 
déterminent une droite. 



Deux droites quelconques d'un 
plan déterminent un point. 



RECIPROCITE DANS L4 GERBE. 
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On trouvera dans le Chapitre suivant quelques propositions 
propres à rendre ce genre de corrélation familier. 

IV. — Réciprocité dans la gerbe. 

21. Dans la gerbe, deux figures ou deux propositions corré- 
latives se déduisent l'une de l'autre par l'échange des éléments 
plan et droite. Ainsi : 



Deux rayons quelconques d'une 
gerbe déterminent un plan. 



Deux plans quelconques d'une 
gerbe déterminent un rayon . 



La géométrie de la gerbe et celle du plan étant corrélatives 
dans leurs rapports avec l'espace, l'une de ces géométries se déduit 
de l'autre par l'échange des éléments point et plan. La géométrie 
de la gerbe peut aussi se déduire de celle du plan au moyen de la 
projection à partir d'un centre (2). 



2. 
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CHAPITRE IV. 



FIGURES COMPLÈTES. 



CaR!(OT, De la corrélation des figures de Géométrie, Paris, 1801, p. laa. — Po!ICCLST, 
Traité des propriétés proj'ectives des figures, Paris, iSaa, n'* 154, 554. — Steixeb, 
Sjrstematische Entwickelung, etc. Berlin, 1882, p. 71 et suiv., 235 et suir. — Coc- 
SINERY, Le calcul par le trait. Paris, i8/|0, p. i5o-i54. — Staudt, Géométrie der 
Lage. Nfirnberg, 1847, p. 36-43. — Witzschel, Grundlinien der neueren Géo- 
métrie, etc. Leipzig, i858, p. 73-77. — Wieîier, Uber Vielecke und Vielfiache, 
Leipzig, 1864. — Reye, Die Géométrie der Lage, Hannover, 1866, p. 25-33. — 
Geiser, Einleitung in die sjrnthetische Géométrie. Leipzig, 1869, § 7. 



I. — Polygone et multilatère plans complets. 

22. Il est de règle, dans la Géométrie moderne, d'entendre par 
polygone [n-gone) plan simple, non pas une portion du plan(*) 



(*) Reye {Die Géométrie der Lage, erste Abtheilung. Hannover, 1866, p. 26), ob- 
serve que, dans la Géométrie des anciens, on entendait par polygone une portion do 
plan, sans comprendre sous cette dénomination les figures croisées ou étoilécs. Cela 
n'est pas d'une exactitude absolue; bien qu'il ne soit pas question des polygones 
étoiles dans la Géométrie grecque, telle que nous l'ont transmise les Œuvres 
d'EucLiDE, d'ARCHivÉDE ct d'ApoLLOxics , OU pcut Cependant inférer de nombreux 
indices que ces figures n'étaient pas tout à fait inconnues et qu'elles furent l'objet 
d'une certaine étude, notamment dans l'École pythagoricienne. Cuasles a consacré 
à celte question un chapitre enlier de son Aperçu historique (Bruxelles, 183;, 
p. 476-487). Cantor s'en est aussi occupé avec grand soin dans ses Mathematische 
Beitràge zum Kulturleben der Jôlker (Halle, i863, p. 84 et suiv.). Mais l'étude la plus 
complète sûr cette matière est due à Gûntuer, qui lui a consacré un Mémoire spécial, 
intitulé : Lo sviiuppo storico délia teoria dei poligoni stellati nell' antichità e nel 
medio evo (t. VI, 18/3, du Bullettino di Dibliografia e di Storia délie Scienze matemaii" 
che efisiche, publié à Rome par le prince Baltbazar Bomcoupagni). L'étude du déve- 
loppement historique des polygones étoiles, depuis le moyen âge jusqu'à nos jours, 
a été continuée par le même auteur ct se trouve dans lo volume intitulé : P^ermischte 
Untersuchungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften von D' Sieghusd 
GO!fTn£R. Leipzig, 1876, p. 1-92. 
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limitée de toutes parts par n droites qui se coupent, mais le 
système de /z points d'un plan et des n droites (côtés) dont cha- 
cune joint deux points (sommets) successifs. Les sommets sont 
considérés dans un ordre déterminé et soumis à la condition que 
trois d'entre eux consécutifs ne se trouvent jamais en ligne droite. 
Le polygone [n-gone) simple peut encore être appelé multilalère 
l^n-laière) simple; par suite, un multilatère est le système de 
n droites et des n points d'intersection de ces droites prises succes- 
sivement deux à deux. Le polygone et le multilatère sont des 
conceptions réciproques : aux lignes de jonction de deux sommets 
non consécutifs (diagonales) d'un polygone simple correspondent, 
dans le multilatère simple, les points d'intersection de deux côtés 
non consécutifs. 

23. Outre les polygones et multilatères simples, la Géomé- 
trie moderne considère les polygones et ' les multilatères com~ 
plets ('), et la loi de dualité n'apparaît pas moins évidente dans 
ces derniers systèmes. Nous appelons, en effet, d'une manière gé- 
nérale : 



Poljrgone plan complet, un système 
de n points du plan ou sommets, 
dont trois ne sont jamais sur une 
même droite, considérés ensemble 



avec les 



n{n — j) 



droites ou côtes 



qui les unissent deux à deux. 

fi — I côtés se coupent sur chaque 

., , nfrr — j] 
sommet; il y a donc en tout 



Multilatère plan complet, un sys- 
tème de n droites du plan ou côtés, 
dont trois ne passent jamais par un 
même point, considérées ensemble 

n{n — i] 
avec les — ^ points ou sommets 

où elles se coupent deux à deux. 
n — I sommets reposent sur chii- 

que cote ; il y a donc en tout 

'1 



(') Le quadrilatère complet est mentionné pour la première fois par Carnot (Z>« 
la corrélation des Jif^ures de Géométrie, Paris, i8oi, p. 123), qui a été conduit à cette 
notion en considérant que quatre droites, tracées d'une manière quelconque dans 
un plan et indéfiniment proIon(;ées, forment trois quadrilatères ayant chacun deux 
diagonales. Les six diagonales se réduisent effectivement à trois. Carnot a donné le 
nom de quadrilatère complet à l'ensemble des trois quadrilatères et de leurs trois 
diagonales, prolongées jusqu'à leurs rencontres réciproques. Steiner {Systematische 
Entwickelung, etc. Berlin, i832) a étendu cette conception à tous les polygones 
(p. 73) et aux Ggures dans l'espace (p. 335). 
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(M^tés qui se coupent en 

n{n — i) (n — 2)(/i — 3) 
2.4 

points d'intersection. 

Dans le polygone [n-gone) com- 
plet, sont contenus 3,4i --m {^ — 1) 
polygones simples. 



sommets qui sont unis fKir 

n [n — 1) [n — 2) [n — 3) 
2.4 

diagonales ('). 

Dans le multilatère [n-latère] com- 
plet, sont contenus 3,4i •••>('» — i) 
multilatères simples. 



( ') Dans le multilatère complet, chacun des /i côtés est coupé par les (/i — 1) autres 
en {n — 1) points, ce qui donnerait n{n — 1) points d'intersection si chaque point 
n'avait pas été compté deux fois. Pareillement, dans le polygone complet, chacun des 
n sommets peut être joint aux (/i — i) autres par (n — i) droites ; mais chaque droite 

»(/î — 1) 



se présente ainsi deux fois. Les 



sommets du multilatère complet pourraient 



en outre être joints par 



«(«-0[ — ^ »J 



droites, si chaque sommet ne reposait pas, avec (/i — 3) autres, sur l'un des n côtés 
du multilatère complet; mais toute droite menée de l'un des points aux {n — 3) au- 
tres, coïncide avec l'un des côtés du multilatère; on a donc seulement 



«(/î — i) f/î [n — 1) 



]r-^-^-\ 



2 * '^ ' a. 4 



droites. 



Pareillement, les- côtés du polygone complet se couperaient en 



points, si chaque côté n'en rencontrait pas (/t — 3) autres sur l'un des n sommets du 
polygone complet; on doit, par conséquent, considérer n — 1 points au moins sur 
chaque côté, si aucun des nouveaux points ne doit coïncider avec un sommet quelconque 
du polygone; on aura donc seulement 



w(/i — 1) \ n{n — i) 



r"("-)-,i 



2.4 



points d'intersection. 



POLYGONE ET UULTILATÈRE PLANS COUPLETS. 

El, en particulier : 
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Quatre points A, B, C, D [fig. 2) 
d'un même plan, dont trois quel- 
conques ne sont pas en ligne droite, 
constituent une figure qui prend le 
nom de quadrangle complet. 




Le quadrangle complet a pour 
sommets les quatre points A, B, C, 
D et pour côtés les six droites qui 
joignent ces points deux ù deux. 

Deux côtes qui ne passent pas par 
un même sommet sont dits oppo^ 
ses; il y a donc trois couples de cô- 
tés opposés : AB et CD, AC et BD, 
AD et BC. 

Les points E, F, G, où concou- 
rent les côtes opposésy sont nommes 
points diagonaux (') et le triangle 
£FG est dit triangle diagonal du 
quadrangle complet. 

Le quadrangle complet contient 
trois quadrangles simples ABCD, 
ACDB et ADBC, qui ont pour côtés 
deux couples de côtés opposés du 
premier. 



Quatre droites û, ô, c, d [fig, 3) 
d'un même plan, dont trois quel- 
conques ne concourent pas en un 
même point, constituent une figure 
qui prend le nom de quadrilatère 
complet, 

Fig. 3. 




Le quadrilatère complet a pour 
côtés les quatre droites tf , b^ c, d et 
pour sommets les six points d'inter- 
section de ces droites deux à deux. 

Deux sommets non situés sur un 
même côté sont dits opposés; il y a 
donc trois couples de sommets op- 
poses : ab et cd^ ac et bd^ ad et bc. 

Les droites r, /, g^ qui joignent 
les sommets opposés, sont nommées 
droites diagonales et le triangle efg 
est dit triangle diagonal du quadri- 
latère complet. 

Le quadrilatère complet contient 
trois quadrilatères simples abcd, 
acdb et adbc^ qui ont pour sommets 
deux couples de sommets opposés 
du premier. 



(') Bi^AfiTis substitue à cette dénomination ceWeà^conlatères, qu'il emprunte, ainsi 
qu'il le dit lui-même {^Jtti delV Imp, Reg. Istituto veneto, t. Vlll, série III, p. 307), 
iQ géomètre anglais Wedole. 11 appelle en outre {ibid.) tétragone complet le corré- 
latif du quadrilatère complet. 
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n. — Moltarête et polyèdre complets. 



24. Il est facile de concevoir les systèmes qui, dans Ja gerbe, 
correspondent à ceux du plan. Si l'on projette, en effet, un 
polygone ou un multilatère complet, d'un point non situé dans 
son plan, on obtient respectivement un angle multarête ou un 
angle polyèdre complet (*). Et réciproquement, si Ton coupe 
un angle multarête, ou un angle polyèdre complet, par un plan 
qui ne passe pas par son sommet, on obtient respectivement un 
polygone, ou un multilatère complet. 

Nous appellerons donc : 



Angle multarête (n-arete) com- 
plet le système de n droites ( arêtes ) 
dans la gerbe ( c'est-à-dire p<issant 
par un même point) et de tous les 
plans (faces) qui contiennent ces 
droites deux à deux, trois des n 
droites ne devant jamais être dans 
un même plan. 



Angle polyèdre [n-èdre) complet 
le système de n plans (faces) dans 
la gerbe (c'est-ii-dire passant par un 
même point) et de toutes les lignes 
(arêtes) suivant lesquelles ces plans 
se coupent deux à deux, trois des n 
plans ne devant jamais passer par 
une même droite. 



En particulier : 

L'angle quadrarête complet est le 
système de quatre droites (arêtes) 
û, b, c, d, passant par un même 
point, considérées ensemble avec 
les six plans ( faces ) qui les contien- 
nent deux à deux. 

Les droites d'intersection des fa- 
ces opposées, bc et ad^ ca et bd , 
ab et cd sont les diagonales de Tan- 
gle quadrarête. 



L'angle tétraèdre complet est le 
système de quatre plans (faces) a, 
P» 7» ^» passant par un même point, 
considérés ensemble avec les six 
droites (arêtes) suivant lesquelles ils 
se coupent deux à deux. 

Les plans contenant les couples 
d'arêtes opposées, p7 et a^, 7a et 
P^, ap et 7Ô, sont les plans diago- 
naux de l'angle tétraèdre. 



(«) La dualité dans les polyèdres particuliers remonte à une date relativement éloi- 
gnée. Voir Macrolico (O/iiwc. ma//iew. Vcnetiis, 1675, p. io3); ¥.i,v\s.K {Harmonicei 
mundi, t. V, p. I .) ; Meister {Comm, Gôtting. 1785, t. VII, p. 39.). Gercoîwe {Annales de 
Mathématiques, t. XV, p. 167) a formulé l'expression exacte du théorème général. 



RELATIONS ENTRE LES POLYGONES. 
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m. — Relations entre les polygones. 



2o. Deux polygones plans d'un même nombre de sommets 
sont dits rapportés entre eux, lorsqu'à chaque sommet de Tun on 
fait correspondre un sommet de Tautre, et, par suite aussi, à cha- 
que côté de Tun un côté de Tautre. La môme relation existe 
pour deux multilatères, pour deux multarétes et pour deux angles 
polyèdres. 

De là résultent les propositions suivantes : 



Si detix triangles, ABC, Ai Bj C, 
ifio- 4)» rapportés Vun à l'autre y 



Si deux angles trièdrcs, S(a,Sy), 
^1 ("i P\ 7i)> rapportés l'un à Vautre, 



Fi(j. 4. 




sont dans deux plans dijjérents, 
dont l'intersection ne coïncide avec 
aucun des six côtés, et si les côtés 
correspondants, tels que AB et Ai Bi, 
se coupent deux à deux en trois 
points de la ponctuelle commune aux 
deux plans, les plans des trois cou- 
ples de côtés correspondants sont les 
trois faces d'un triaréte dont les 
deux triangles sont des sections. Les 
droites de jonction AAi, BBt, CCi de 
deux points (^sommets) correspond 



sont dans tleux gerbes différentes, 
dont la droite de jonction ne coïncide 
avec aucune des six arêtes, et si les 
arêtes correspondantes, telles que a,3 
et «1 jBj, se coupent deux à deux sur 
tmis plans du faisceau commun aux 
deux gerbes, les points d'intersection 
des trois couples d'arêtes correspon- 
dantes sont les trois sommets d'un 
triangle dont les deux trièdres sont 
des projections. Les droites d'inter- 
section ««1, P|3j, Yi\ de deux plans 



danU quelconqu 
un point S, qui 
anHe. 



CKOMÉTRIE DE POSITION. 

V se coupent donc i 
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Si deux quadrangles complets, 
ABCD, A,B,C,D, [fig. 5) rapportés 
l'un Al'aaire, sont dans dcuj: plans 
différents, dont la ligne d'intersec- 
tion u ne passe par aaeun des huit 
sommets, et si cinij calés a, b, c, d, e 
de l'un rencontrent les cinq cdtés a,, 
b„ Cl, di, Si, de l'autre en des points 
de la ponctuelle u , les deux qaa- 
drangles sont des sections d'un même 
quadrarète complet et les deuj: der-~ 
niers côtés, f et fi, te rencontrent 



[faces] correspondants quelconques 
des trièdres sont donc situées sur un 
plan, qui est le plan du triangle 
dont elles sont les cdtés. 

Si deux angles tétraèdres com- 
plets, rapportés l'an à l'autre, sont 
dans deux gerhes différentes, dont 
la droite de jonction s ne se trouée sur 
aucune des huit faces, et si cinq 
arêtes de l'un rencontrent les arêtes 
correspondantes de l'autre sur des 
plans du faisceau de plans s, les 
deux angles tétraèdres sont des 
projections d'an même quadrilatère 
plan complet et tes deux dernières 
arêtes se rencontrent aussi. 




Suivant la précédente proposition à gauche, les droites AA,, 
BBi et CCi concourent en un point; il en est de même des droites 
DD,, 6B, et CCi ; les droites AA, et DD, concourent donc au 
point d'intersection de BB) et de CC, , c'est-à-dire au centre S du 
quadrarète considéré dans la proposition. Et, puisque tes droites 
f&lfi sont dans le plan déterminé par AA^ et DDi, elles doivent 
pareillement se couper. 



PROPOSITIONS SUR LES QUADRANGLES COMPLETS. VJ 

On démontrerait de la même manière la proposition à droite et 
les deux propositions ci-après : 



Si deux quadrilatères complets 
sont tels que cinq couples de som^ 
mets correspondants se trouvent sur 
cinq droites concourant en un point, 
les deux autres sommets seront 
aussi alignés avec ce point. 



Si deux angles quadrarétes com^ 
plets sont tels que cinq couples de 
faces correspondantes se coupent 
suivant cinq droites contenues dans 
un plan, la droite commune à raU" 
tre couple de faces sera aussi dans 
ce plan* 



IV. — Propositions sur les quadrangles complets. 



26. De la dernière proposition démontrée on peut déduire la 
suivante : 

Si cinq couples de côtés correspondants de deux quadrangles 
complets, rapportés l'un à Vautre y se coupent en des points 
d'une droite u, qui ne passe par aucun des huit sommets, le 
point d'intersection du sixième couple est aussi sur cette droite. 

Quand u est une droite à l'infini, la proposition qui vient 
d'être énoncée se transforme en la suivante : 

Si dans deux quadrangles complets, rapportés l'un à l' autre ^ 
cinq couples de côtés correspondants sont parallèles, les deux 
autres côtés sont aussi parallèles. 
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CHAPITRE V. 



8T8TÉHE8 HARHOHiaUES. 



PoxcELET, Traité des propriétés projcctives des figures. Paris, 1822, n»* 21 et suiv. — 
Steiner, Sjrstematische FsHtivickelung, etc. Berlin, i83a, p. 18. — Staudt, Géométrie 
der Loge. Nûrnberp, 1847, î ^- — Chasles, Traité de Géométrie supérieure. 
Paris, i852, Chap. IV. — Paclcs, Grundlinien der neueren ebenen Géométrie, etc. 
Stuttgart, i8.*)3, p. 8-12. — Witzscuel, Grundlinien der neueren Géométrie, etc. 
Leipzijr, i858, g /J2-6.'J. — Reye, Die Géométrie der Loge. HannoTer, 1866, p. 32-36. 
— Stal'DIGL, Lehrbuch der neueren Géométrie. Wien, 1870, p. 35-45, 86-87. 



I. — Ponctuelle harmonique. 

27. Trois points A, B, C étant donnés sur une droite {fig» 6), 
on construit; dans un plan passant par cette droite, un quadrangle 

Fig. C. 




complet KLMN, tel que deux côlés opposés, LK, MN, concourent 
en A, que deux autres côtés opposés, LM, KN, concourent en C 
et que le cinquième côté LN passe au point 6; le sixième côté KM 



ÉLÉMENTS CONJUGUÉS. 29 

rencontrera la droite ABC en un point D, dont la position est fixe 
et déterminée par rapport aux trois points donnés. En effet, si 
dans le même plan ou dans tout autre, passant par Â6C, on con- 
struit un second quadrangle complet KjLiMiNi, dont les cou- 
ples de côtés opposés passent pareillement par A et C et dont le 
cinquième côté passe par B, le sixième côté (25, 26) rencontrera 
la droite ABC au point D, où elle est déjà rencontrée par le sixième 
côté du quadrangle RLMN. Quatre points, tels que ABCD, sont 
appelés quatre points harmoniques et constituent une ponctuelle 
harmonique ou, en général, un système harmonique (*). 

II. — Éléments conjugués. 

28. Les points B et D, où la droite ABCD est rencontrée par 
les cinquième et sixième côtés du quadrangle complet, sont sé- 
parés (H) Tun de l'autre par les points d'intersection A et C des 
couples de côtés opposés. On a coutume de dire que les points A 
et C sont séparés harmoniquement par les points B et D, ou que 
les points B et D sont séparés harmoniquement par les points A 
et C; que le segment AC est divisé harmoniquement par les 
points B et D ou par le segment BD, etc. 

Les points A et C sont dits conjugués entre eux; il en est de 
même des points B et D. 

Il est facile de voir que, dans un système de quatre points 
harmoniques, on peut opérer la permutation des points conjugués 
sans que le système cesse d'être harmonique ; c'est-à-dire que, si 
ABCD est un système harmonique, les systèmes ADCB, CBAD, 



(*) La proportion harmonique était connue de P'^thagore. Ses propriétés numé- 
riques et géométriques sont exposées dans les œuvres des géomètres anciens et spé- 
cialement dans les coniques d'ApoLLO^uus de Pkrgë et dans les œuvres de Pappis 
(voir Mathentaticœ collectiones Pappi Âlexandrini a Federico Commandino in latinum 
conversœet commentariis illustratœ, Rononiâe, 1660). La construction du quatrième 
clément d*un système harmonique au moyen de la propriété du quadrilatère complet, 
c'est-à-dire par la règle seule, se trouve dans le Traité de la Hire {Sectiones conicœ 
in novcm libres distributœ. Parisiis, i685, I, 20; voir Cuasles, Aperçu historique, etc. 
Bruxelles, 1837, p. i3/|). Stei.ner en a donné le développement complet dans son 
opuscule intitulé : Die geometrischen Konstructionen ausgefùhrt mittelst der geraden 
Unie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf hii\cren Unterrichts-Anstalteit 
undzur praktischen Benutzutig, Berlin, i833, §3, l\, 5. 
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CDAB le sont aussi. En eflet, dans chacun de ces systèmes, les 
côtés opposés du quadrangle KLMN passent deux à deux par le 
premier point et par le troisième, et les deux autres côtés ou les 
diagonales du quadrangle passent par le second point et par le 
quatrième. 

Si Ton mène maintenant, par le point d*intersection Q des dia- 
gonales {Jig' 7), les droites AQ, CQ, on détermine sur les côtés 

Fie- 7. 




NK, KL, LM et MN, respectivement, quatre nouveaux points 
S, T, U, V. Sur les quatre lignes de jonction de ces points, ST, 
TU, UV, VS, qui doivent être considérées comme secondes dia- 
gonales des quadrangles KSQT, LTQU, MUQV et NVQS, deux 
opposées passent par B et les deux autres par D. Nous avons ainsi 
obtenu un quadrangle STUV, dont les côtés opposés passent 
deux à deux par B et D et dont les diagonales passent par A et C. 
Il s'ensuit que, dans un système harmonique, les deux couples 
de points conjugués peuvent aussi être substitués l'un à l'autre 
sans que les quatre points cessent d'être harmoniques; ou que, si 
ABCD est un système harmonique, non-seulement les systèmes 
ADCB, CBAD et CDAB sont harmoniques , mais les systèmes 
DCBA, DABC, BCDA et BADC le sont aussi. 

m. — Faisceaux harmoniques de rayons et de plans. 

29. La proposition du n° 27, qui conduit à la définition de la 
ponctuelle harmonique, a pour corrélative, dans le plan, une autre 
proposition qui permet de définir ce qu'on doit entendre par un 
faisceau harmonique de rayons. On peut arriver au même résultat 
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en projetant le quadrangle complet d'un point pris hors de son 
plan ; on obtient ainsi un angle quadraréte complet et les quatre 
points harmoniques sont projetés par quatre rayons harmoniques 
qui constituent un faisceau harmonique de rayons. Ces rayons 
jouissent de la propriété d'être coupés, par tous les plans qui ne 
contiennent pas leur centre , en quatre points harmoniques ; car 
chacun de ces plans coupe l'angle quadraréte complet suivant un 
quadrangle, dont les côtés opposés se rencontrent deux à deux en 
un couple de points conjugués et dont les deux autres côtés pas- 
sent par les points de l'autre couple (*). 

Les conséquences déduites au n® 28, pour les points harmo- 
niques, sont applicables aux rayons harmoniques. 

30. Une proposition corrélative (dans l'espace) à celle du 
n® 27 conduit à définir les conditions dans lesquelles doivent se 
trouver quatre plans passant par une même droite pour constituer 
un faisceau harmonique de plans. Cette forme harmonique peut 
aussi être déduite de quatre points harmoniques, en projetant 
ceux-ci d'un axe qui ne soit pas avec eux dans un même plan. 

Un cinquième plan quelconque, contenant les quatre points 
harmoniques, coupe les quatre plans harmoniques suivant quatre 
rayons également harmoniques. Le même résultat est fourni par 
un nouveau plan quelconque, ne passant pas par l'axe du fais- 
ceau harmonique de plans ; ce nouveau plan coupe, en effet, les 
quatre rayons harmoniques, obtenus au moyen du plan sécant 
considéré tout d'abord, en quatre points harmoniques par lesquels 
passent ses lignes d'intersection avec les plans harmoniques. 

Une droite transversale quelconque, ne rencontrant pas l'axe, 
rencontre les quatre plans harmoniques en quatre points; un plan 
transversal mené par cette droite coupe les mêmes plans suivant 
quatre rayons qui, d'après ce qui vient d'être dit, sont harmo- 
niques. Ces rayons harmoniques passent par les quatre points con- 
sidérés, qui sont dès lors harmoniques. 



(*) Les relations essentielles entre la ponctuelle harmonique et le faisceau harmo- 
nique de rayons se trouvent, pour la première fois, dans Carxot, Essai sur la théorie 
des transversales. Ces relations furent pourtant en partie connues par les Grecs 
(voir Pappvs, Mathematicœ coUectiones, lib. VII, Prop. CXLV). 
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Projetons un faisceau harmonique de rayons d'un point quel 
conque, pris en dehors de son plan, et au moyen de quatre plans. 
Une transversale, tracée arbitrairement dans le plan du faisceau, 
coupe les rayons harmoniques donnés en quatre points harmo- 
niques; les plans qui passent respectivement par ces quatre points 
forment donc un faisceau harmonique de plans. 

Les démonstrations du n® 28, relatives aux points harmoniques, 
s'appliquent également aux plans harmoniques. 

IV. — Propositions relatives aux sytèmes harmoniques. 
31. Nous pouvons dire en général que : 



Quatre points harmoniques sont 
projetés d'une droite ou ajce quel- 
conque par quatre plans Jiarmo^ 
niques et d'un point ou centre 
quelconque par quatre rayons har- 
moniques. 

Quatre rayons harmoniques sont 
projetés d'un point quelconque par 
quatre plans harmoniques. 



Quatre plans harmoniques sont 
coupés par une droite transversale 
quelconque en quatre points harmo- 
niques et par un plan transversal 
quelconque suivant quatre rayons 
harmoniques. 

Quatre rayons harmoniques sont 
coupés par un plan transversal 
quelconque en quatre points harmo- 
niques. 



32. De la proposition du n° 27 on peut encore déduire re- 
noncé suivant : Dans tout quadrangle complet, deux côtés con- 
courant en un point diagonal sont séparés harmoniquement par 
les droites qui joignent ce point diagonal aux deux autres. 

De la proposition corrélative (dans le plan) à celle qui vient 
d'être citée on déduit cette autre : 

Dans un quadrilatère complet, chaque diagonale est divisée 
harmoniquement par les deux autres ( ^ \ 



(') On trouve dans Pappus {Mathematicœ collectiones^ etc., lib. VII, Prop. ai) une 
proposition inverse de ce théorème ancien, qui a été reproduit plusieurs fois, notam- 
ment par Grégoire hï.^K\\T-S\'SCX.\t {^Opus geometriciim, 1647, p. 6, Prop.X), parLAHiRE 
{Sectiones conicœ, etc., i685, t. I, p. 20), et plus récemment par Car!<ot {Géométrie 
de position. Paris, i8o3, n^ 225). La même construction a été appliquée par Var 
ScBOOTEN {Exercitationum mathematicarum lib, II, Lugd. Batav., p. 160-162) pour 
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Ces deux propositions sont faciles à démontrer. 

33. Il est maintenant aisé de reconnaître que trois éléments 
d^une forme fondamentale simple déterminent le quatrième har- 
monique^ pourvu qu'on sache quel est celui des trois éléments 
donnés qui doit être séparé du quatrième. 

En effet, si les éléments donnés sont trois points d'une droite, 
le quadrangle complet permet de trouver le quatrième point har- 
monique. S'il s'agit de rayons ou de plans d'un faisceau, on les 
coupe'parune droite et l'on cherche le quatrième point harmonique 
aux trois points d'intersection. 

On obtient de la sorte le quatrième élément du faisceau harmo- 
nique, et le problème consistant à construire le quatrième harmo- 
nique à trois éléments d'une forme fondamentale simple se trouve 
ainsi résolu. 

On peut encore arriver au faisceau harmonique de rayons de la 
manière suivante : 

Etant donnés trois rayons a, c, rf, troui^er le quatrième, har- 
moniquement séparé de d. 

Par un point M de la droite d on fait passer deux droites quel- 
conques m, mi, qui coupent les rayons a et c en quatre points A, Ai 
et C, Cl. Le point B d'intersection des droites ACi et AjC est, 
comme le point commun aux rayons a, c, rf, sur le quatrième 
rayon harmonique cherché b. 



mesurer sur le terrain la distance d'un point donné à un point inaccessible (voir 
Notizte sioriche suile/razioni continue, elc, par Anto^iio Favabo. Roma, 1875, p. 72. 
— BuUettino di Bibliografia e di Sloria délie Scienze matematiche e fisiche, t. VII. 
Roma, 1874» p. 55o.) 
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APPENDICE AU CHAPITRE V. 



RELATIONS HÉTRiaUES DAH8 LES 8T8TÉHE8 HARHOIiaUES. 



I. — Relations métriques et graphiques. Cas particulier. 

Sb. hes propriétés pwj'ectipes des figures sont les relations de ces figures 
qui subsistent dans toutes leurs projections. On les distingue en propriétés 
descriptives ou graphiques et propriétés métriques, selon qu'elles se rap- 
portent à la disposition des figures (alignements de points, communes 
intersections de droites, etc.) ou aux relations de longueur et plus géné- 
ralement de grandeur (*). 

35. Deux points A etC [fig* 8), cquidistants d*un tmisiême point B, sur 
une droite, sont harmoniquement sépmés par ce dernier et par le point D h 
l'infini; en d'autres termes, les quatre points A, B, C, D sont harmo' 
niques, 

Pren(ms, en effet, sur la droite à l'infini d*un plan passant par ABC, 
deux points Ket M, et joignons-les aux points A et C. Les droites de jonction 



(') Voir lu lettre de Leiq^sitz à Hcygens, 8 septembre 1679, divers Mémoires 
d'EcLER, de VA!<DERMo:fDE, etc. (Recss, Repert. Comm.^ p. 33) et spécialement Poïicclet, 
qui a introduit les expressions graphique et métrique {Traité des propriétés projeo 
tives des figures^ etc. Paris, 1821, n® 6-7, et 1866, .t. H, n® 107). 

Desargues, Pascal, La Hire et Le Poivre ont fait usage des deux genres de relations 
des figures : des relations descriptives ou graphiques, en appliquant la perspective à 
la transformation des figures ; et des relations métriques, par l'emploi répété de ia 
proportion harmonique, de la relation d'involution et de diverses autres propositions 
appartenant à la théorie des transirersales. 

La Géométrie descriptive de Moxge repose sur une généralisation très-étendue dei 
propriétés graphiques. La Géométrie de position de Carnot ne traite, au contraire, 
que des relations métriques. Les travaux de ces deux savants offrent de beaux exemples 
d'application des deux méthodes à la démonstration des mêmes théorèmes. (Voir 
Chasles, >^/;<;rc« historique, etc. Bruxelles, J837, p. 31 1-3 1 3.) 
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se coupent en deux nouveaux points L, N, et la droite LN, comme seconde 
diagonale du parallélogramme ALCN, passe par le point milieu du segment 
AC. Dans lequadrangle KLMN, deux côtés opposes, KL et MN, se coupent 

Fi(j. 8. 




en A ; deux autres, LM et NK., en C ; la diagonale LN passe par B et la 
seconde diagonale, ou la droite à Tinfini KM, par D. Les quatre points 
A,B,C, D sont donc effectivement harmoniques. 



IL — Faisceanx harmoniques de rayons et de plans. 

36. Quatre points harmoniques étant projetés d'un cinquième point S 
par quatre rayons harmoniques, il en résulte que ( 35 ) : 

i^ Si par le sommet S d*un triangle ASC [fig> g) on mène une parallèle d 

Fig. 9. 




h la base AC et une seconde droite b au point milieu B de cette base, les 
côtés a et c, qui se coupent en S, sont harmoniquement séparés par les 
rayons betd\ en d* autres terihcs, a, b, c, d sont quatre rayons harmoniques, 
2" Toute parallèle h l'un des rayons d'un faisceau harmonique est cou- 
pée par les trois autres rayons en deux parties égales. 

Si le triangle ASC (i®] est isoscèle, b est perpendiculaire sur AC et sur d\ 
b et d sont les bissectrices des angles adjacents formes par a et c; d'où il 
suit que : 

Les bissectrices de deux angles adjacents forment un faisceau harmo^ 
nique avec les côtés de ces angles. 

3. 
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Réciproquement : 

Si, dans un faisceau de rayons harmoniques, deux rayons conjugués sont 
rectangulaires , ils sont les bissectrices des angles compris entre les deux 
autres. 

Cette réciproque est une conséquence immédiate de (a"). 
Des propositions analogues peuvent être établies pour les faisceaux har- 
moniques de plans. 



III. — Conséquences. 

37. Soient A, B, C, D {Jig> lo) quatre points harmoniques qu'on pro- 
jette d'un point S par quatre rayons a^ b, c^ d. La parallèle au rayon </, 

Fig. 10. 




menée par le point D, rencontre a et c en deux points, Ai et Ci, équidis- 
tants de B, et fournit deux couples de triangles semblables, AAiB, ASD et 
BCiC, DSC, qui donnent respectivement 

AB AD CB DC 



A,B SD BC. 



SD 



divisant la première égalité par la seconde et observant que AiB = BCi, 
on a 

AB_AD 

CB ~"DC"' 



(0 



de là cette proposition : Le segment AC est divisé, par le point B qu'il 
contient, dans le même rapport que par le point extérieur D, harmonique-^ 
ment séparé de B. 

Cette proposition est ordinairement prise comme définition des points 
harmoniques et comme fondement de leur théorie. 
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Si Ton adopte, dans la notation des segments, la règle des signes (' ) en 
vertu de laquelle CD = — DC, la proportion (i) s'écrit 

^ ' CB"" CD* 

38. Le point milieu entre B et D étant M, Téquation précédente pourra 



s'écrire 



AM — BM AM -f. MD 



MB — MC CM -+- MD 

ou bien, en remplaçant MB par — BM, MC par — CM et MD par BM, 

AM — BM _ AM-f-BM 
CM — BM~ CM + BM' 

Multipliant et réduisant, il vient 

(2) bm'^am.cm, 

ce qui revient à dire que BM est moyenne proportionnelle entre AM et CM. 

On pourrait encore prendre cette propriété comme définition d'un sys- 
tème harmonique de points. 

Faisons passer un cercle quelconque par les points A et C [fig- lo); 
menons à ce cercle, par le point M, la tangente MT. Nous avons, d'après 
une propriété connue, 

AM . CM = TM' 



(*) Les segments négatifs ont été employés dès le commencement du xvii^ siècle, 
spécialement par Girard et par Descabtes; mais c'est en 18:17 que Mobids a intro- 
duit, pour la première fois, dans le Calcul géométrique, la féconde distinction des 
segments AB et BA ( Der barycentrische Calcul, ein neties HRlfsmittel zur analjrtischen 
Behandlung der Géométrie. Leipzig, \ 1 ). II conrient de rappeler, toutefois, qu'avant 
MÔBica, Klsnira a?ait explicitement indiqué cette distinction (Geometrische Abhand- 
lungen. Ente Sammlung. Anwendungen der ebenen Géométrie und Trigonométrie, Der 
Matbem. Anfangsgr., I Theils, III Abtheil. Gôttingen, 1790, p. 464). Entre Kâstiver et 
MÔBIU8 il faut citer Fa.-G. Bossb, qui a introduit, en pleine connaissance de cause, la 
notion de direction en Géonlétrie {Neue Erôrterung ûber dos Plus und Minus, Tadel 
einiges biskerigen und Darstellung eines genaueren Gebrauches desselben fur die Tri' 
gonometne, 1. Abth. Kôlhen, 1801). Voir, à ce sujet, Ueber die Vieldentigheit der Qua- 
dratur und Rectification algebraischer Curven, etc., von Hebmann Hankbl. Leipzig, i86j, 
p. 8. 
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et par suite 

Le point de contact de la tangente est donc situé sur le cercle dé- 
crit du point M comme centre, avec BM = MD pour rayon. Ce cercle 
et le précédent se coupent h angle droit au point T. On en déduit que : 

Tous les cercles du plan passant par deux points donnés, A et C, sont 
coupés à angle droit par tout cercle dont un diamètre DB a ses extrémités 
séparées harmoniquement par A et C. 

39. La proportion 

CB__CD 

ab"~~âd' 

inverse de (I), peut encore s'écrire sous la forme 

AB — AC AD — AC ... 



( * ) La proportion harmonique dans laquelle figurent trois segments AB, AC, AD, 
ayant leur origine commune en A et leurs extrémités aux points B, C, D, est ordi- 
nairement présentée, dans les Traités, sous la forme suivante : 

AB _ AB — AC 
ÂD~AC— AD* 

Cette forme exprime que le premier segment est au troisième comme Texcès du 
premier sur le second est à l'excès du second sur le troisième. 

Nous avons dit plus haut (p. 39) que la proportion harmonique était connue de 
Ptthagore. Il parait résulter d'un passage de Jambliqde que Pttbagorb l'avait apprise 
des Babyloniens {Jamblici Chalcidiensis in Nicomachi Gerasemi arithmeùcam intrO' 
ductionem, edidit Texnulics. Arnheim, 1668, p. 60). 

La dénomination de proportion harmonique tire son origine de ce que, pour faire 
rendre à une corde sonore les trois sons do, mi, sol, qui forment l'accord parfait majeur, 

il faut en faire vibrer trois parties proportionnelles aux nombres f , ^9 rry qui donnent 

lieu & la proportion harmonique 



-H'-M^-ï) 



Selon les néo-pythagoriciens, cette propriété d'une corde vibrante aurait été décou- 
verte, après une longue série d'expériences, par Pytiiacorb lui-même ( Zur Geschichte 
der MathematiÂ in Aherthum und Mittelatter, von De Heriian!! Hankbl. Leipaig, 
i874f p. loS). 
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qu'on exprime en disant que les segments AB^AC, AD sont en proportion 
harmonique continue. 

L'expression (3) équivaut à 

AC AC 

qu*on peut encore écrire de la manière suivante : 

2 11 

âc""âb'^ Td' 

et c|u'on exprime en disant que le segment AC est mojren harmonique entre 
les segments AB et AD. 
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CHAPITRE VI. 



PROJECnVITÉ DES F0BME8 fttOHtTBiaUSS SIMPLES. 



Môoicp, Der barycenirische Calcul, Leipzig, 1827, p. 7^6 et suîv. — Steiusk, Sjrstf- 
mtulsche Entwickelung, etc. Berlin, i833, p. 4t 33-/|7t 91* — Staudt, Géométrie der 
Loge, Nûrnberg, '847, p. 49"^®* — Chasles, Traité de Géométrie supérieure, Paris, 
i853, p. 7-aj et passim. — Blcmberger, Grundzuge einiger Theorieen atu derneuereu 
Géométrie, etc. Halle, i858, p. i-35. — Ckbmoka, Introduzione ad una teoria ^ro- 
metrica délie curve piane, Rologna, 1862, p. 3- 10. — Rbtk, Die Géométrie der Loge, 
Hannover, 1866, p. !\i'b2, — Stacdigl, Lehrbuch der neueren Géométrie. Wien, 1870, 
I Abschn. — Hamel, Die Elemente der projectivischen Géométrie, Leipzig, 1875, 
Abschn. I, III. 

I. — Formes perspectives. 

40. Parmi les diverses relations qui peuvent être établies entre 
deux formes fondamentales (et plus spécialement entre deux formes 
simples) pour qu'à chaque élément de Tune corresponde un élé- 
ment de Tautre, on doit signaler, comme particulièrement dignes 
d'attention, les suivantes. 

Sont rapportés l'un à l'autre : 

a. Un faisceau de rayons et une ponctuelle, ou un faisceau de 
plans et un faisceau de rayons, si chaque élément de la seconde 
forme se trouve placé sur l'élément correspondant de la première; 

b. Deux ponctuelles, si elles sont des sections d'un même fais- 
ceau de rayons ; 

c. Deux faisceaux de rayons, s'ils sont des projections d'une 
même ponctuelle ou des sections d'un même faisceau de plans; 

d. Deux faisceaux de plans, s'ils sont des projections d'un 
même faisceau de rayons. 

On dit de deux formes fondamentales simples, rapportées ainsi 
l'une à l'autre, qu'elles sont en position perspectiv^e ou, plus briè- 
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cernent, qu'elles sont perspectlv^es. Dès lors, de deux formes fon- 
lamentales perspectives d'espèces différentes, l'une est section de 
.'autre; et deux formes fondamentales perspectives de la même 
espèce sont des sections ou des projections d'une troisième forme 
fondamentale. 

II. — Formes projectives. 

41. Si deux formes fondamentales simples sont perspectivement 
rapportées à une troisième, elles sont aussi rapportées l'une à 
l'autre, sans cependant avoir, en général, une position perspec- 
tive. On dit en ce cas que les deux formes fondamentales rappor- 
tées l'une à l'autre sont en position oblique. Cette position peut 
être déduite de la position perspective de la manière suivante : 

On déplace, l'une par rapport à l'autre, les deux formes fon- 
damentales perspectives, de telle sorte qu'elles perdent en général 
leur situation perspective, sans que la position relative des éléments 
de chacune d'elles subisse aucune altération. 

Cette manière de rapporter les formes en position perspective, 
aussi bien que les /ormes en position oblique, diffère de toute autre 
en ce que, si l'on considère isolément quatre éléments harmoniques 
quelconques de l'une des deux formes, les éléments correspondants 
dans l'autre sont aussi harmoniques. Les projections ou les sec- 
tions de systèmes harmoniques sont en effet de nouveaux systèmes 
harmoniques. 

Nous sommes ainsi conduits à établir la définition suivante : 

Deux formes fondamentales sont dites projectivement liées 
entre elles, ou plus simplement projectives (*), quand elles sont 



(*) CiLkSLES {Traité de Géométrie supérieure. Paris, iSSti, p. 67) cl Pauixs {Grund- 
linien der neueren Géométrie^ etc. StuUgart, i853, p. 3i) ont respeclivement appelé 
ces formes hoinographiques et conformes au lieu de projectives. Stacdt indique la con- 
dition de projectivité en plaçant le signe /\ entre les formes auxquelles cette condi- 
tion s'applique. Certains autres auteurs (Pfaff par exemple, Neuere Géométrie, 
I Theil. Erlangen, 1867, p. i'|)'ont adopté la lettre tt. L'usage de cette lettre comme 
iigne n'est pas nou?eau en Mathématiques (voir, en effet, Friedleim, Die Zahlzeichen 
und dos elementare Rechnen der Griechen und Rômer und des christlichen Abendltmdes 
ifom *) bis j3 Jahrhundert. Erlangen, 18G9, p. i3). 11 est probable, toutefois, que 
la MitMtitiition de la lettre it au signe 7\ ne doit être attribuée, dans le cas actuel, 
^'à noe commodité typographique. 
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î^apportces l'une à l'autre de telle manière que quatre cléments 
harmoniques de l'une correspondent à quatre éléments harmoni- 
ques de Vautre, 

Si, de plusieurs formes géométriques, la seconde est projective 
à la première et chacune des autres à celle qui la précède, deux 
quelconques de ces formes sont projectives entre elles. 

Deux formes géométriques perspectives sont aussi projectives, 
mais deux formes projectives ne sont pas en général perspectives. 

III. - Formes superposées. 

42. Deux formes fondamentales de la même espèce sont encore, 
dans certains cas, placées Tune sur Tautre de façon à avoir le 
môme/iei/ (2). On dit alors : des ponctuelles, qu'elles sont super- 
posées; des faisceaux de rayons, qu'ils sont concentriques; des 
faisceaux de plans, qu'ils sont coaxés. On peut parvenir à ces 
formes, soit en coupant par une droite ou par un plan, soit en 
projetant d'un point ou d'une droite, deux formes fondamentales 
de la même espèce. Si ces formes fondamentales sont projectives, 
il en sera de même des formes superposées, concentriques et 
coaxées, qui peuvent être considérées comme les dérivées des pre- 
mières. 

On obtient, par exemple, deux ponctuelles superposées projec- 
tives en coupant, au moyen d'une même droite quelconque, deux 
faisceaux projectifs de rayons, situés dans un plan. Les ponctuelles 
qui résultent de cette section sont, en effet, projectives comme 
les faisceaux; elles sont d'ailleurs sur la même droite^ donc elles 
sont superposées ( * ). 

On parvient pareillement à deux faisceaux de rayons concen- 
triques projectifs, en projetant d'un même centre deux ponctuelles 
projectives. Les mêmes ponctuelles donneront deux faisceaux de 
plans coaxés projectifs si on les projette d'un même axe ; et ainsi 
de suite. 



(*) Wei8SB!IB0R!< ( Z>/> Projection in der EBene. Berlin, 18G2, p. 65) a désigné cette 
condition particulière do deux ponctuelles projectives en disant qu'elles sont eonj'ee» 
tives. Staudigl (Lehrbuch der neueren Géométrie, etc. Wien, 1870, p. ^S) a adopté 
la môme dénomination. 



FOniIBS BUPEBPOBÉES. j3 

Nous désignerons, pour simplilîer, deux formes fondamentales 
ayant le même lieu sous le nom générique Ae formes superposées. 
Lorsque ces formes sont en même temps projectives, elles peuvent 
avoir des éléments correspondants communs, qu'on appelle élé- 
ments unis. La recherche qui conduit à déterminer les éléments 
correspondants communs à deux formes, c'est-à-dire à reconnaître 
que certains éléments de l'une coïncident avec les éléments cor- 
respondants de l'autre, présente un grand intérêt. 

La double proposition suivante établit que ce cas peut réelle- 
ment se présenter : 

Étant lionnes ilans un plan deux Étant données dans un plan deur 
faitceaiurde rajonSfStetStl/lg-ti), ponciuelles,aietUt{_fig. la),. 
projeettons d'une même ponctuelle u, d'un même faisceau de rayons S, . 




ft par conséquent perspectifs, si on 
les coupe par une droite V, on obtient 
tur celle droite deux ponctuelles 
pnjectives, u^, u,, qui ont comme 
éléments unis les deux points d'ia- 
ttrsection de c avec u et avec S| S|. 
Ces deux points roi'ncidcnt si S| S| 




par conséquent perspectives, si o. 
teisprajetle d'un point T du plan, c 
point devient le centre de deux fais 
ceaux projeclifs de rayons, Sj.Si 
qui ont comme éléments unis les deux 
droites de jonction deX anec & et avec 
u,Ut. Ces deux droites coïncident 
u, », est situé sur ST. 

Au point A( de la ponctuelle ii| correspond le point Ai de la 
ponctuelle Uj, si les rayons S, A|, S^A, rencontrent la droite u en 
un même point A. Les trois ponctuelles u, u, , Uj ont donc c 
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élément commun ou uni le point d'intersection iif/; les ponctnelles 
Uf et Ils ont de plus, comme élément uni/le point d'intersection 
de ^ avec le rayon S| S^, commun aux faisceaux S| et S^. 

IV. ~ Ck)nditions d'identité. 

43. Deux formes fondamentales simples, projectis^es et super- 
posées, ont au plus deux éléments unis, ou bien tous leurs élé- 
ments sont unis et les formes sont identiques. 

Considérons deux ponctuelles projectives superposées, u et U| 
[fig, i3), et soient A, B, C trois points de u qui coïncident res- 

Fig. i3. 



Al B| c. Dt "« 

pectivemenl avec les points correspondants A,, B|, C| de Ui. Tout 
autre point, harmoniquement séparé de Tun de ces trois points 
unis, par les deux autres, doit coïncider avec son correspondant, 
en vertu de la définition des relations de projectivité (41), et 
parce que, pour trois points d'une droite, il n'existe qu'un 
quatrième point harmoniquement séparé de Tun des premiers 
(27, 28). 

Tout nouveau point uni DDj, ainsi obtenu, fournit, avec deui 
quelconques des autres, de nouveaux points qui sont correspon- 
dants communs sur les deux ponctuelles, en sorte qu*une infinité 
de points de u coïncident avec leurs correspondants de Mj. Ces 
points unis se suivent d'ailleurs avec continuité. Supposons, en 
cfiet, qu'il en soit autrement et qu'il existe deux points unis suc- 
cessifs, P et Q, tels que le segment PQ ne contienne aucun point 
en coïncidence avec son correspondant; d'autres points unis 
devront, toutefois, se trouver en dehors du segment PQ et chacun 
d'eux déterminera un quatrième point harmonique uni, situé sur 
ce segment, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse admise, 
n y aura donc un segment MN dont tous les points, se succédant 
avec continuité, coïncideront avec leurs correspondants. Et, comme 
un point quelconque, situé en dehors du segment, forme un 
système harmonique avec M, N et avec un point du même segment. 



FORMES A TROIS ÉLÉMENTS UNIS. 4^ 

on doit conclure que tous les éléments des ponctuelles proposées 
sont unis. 

On démontre la même propriété, pour deux faisceaux de 
rayons ou de plans qui ont trois éléments unis, en coupant les 
faisceaux par une même transversale. 

Donc, si deux formes fondamentales projectives simples n'ont 
pas tous leurs éléments unis, elles ne peuvent avoir plus de deux 
cléments unis. 



y. — Formes à trois éléments unis. Conditions pour que denz ponctuelles 
projectives non superposées deviennent perspectives. 

AÂf, Il résulte de ce qui précède que, si une ponctuelle et un 
faisceau, ou un faisceau de rayons et un faisceau de plans, sont 
projectifs et ont trois éléments unis, la première forme est une 
section de la seconde. 



45. Si deux ponctuelles projec- 
tives, u et Ui lfig> ï4)i situées dans 

Fig. 14. 




un même plan, mais non superpo^ 
sees, ont comme point uni leur in- 
tersection A, elles sont sections d'un 
même faisceau de rayons et par 
conséquent perspectives. 

En effet, deux points quelconques 
B et C de II sont joints à leurs 
correspondants respectifs Bi et Ci 
de «1, par les droites 6 et c qui se 
coupent en un point S. Les deux 



Si deux faisceaux projectifs de 
rayons y S et Si [fig. i5), situés dans 

Fig. i5. 




un même plan, mais non concentri- 
ques, ont comme rayon uni la droite 
a qui joint leurs centres, ils sont 
projections d'une même ponctuelle et 
par conséquent perspectifs. 

En effet, deux rayons quel- 
conques b et c de S sont rencon- 
trés par leurs correspondants respec- 
tifs ^1 et Cl de S aux points B et C 
d*une droite u^ . Les deux ponctuelles 
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faisceaux de rayons par lesquels 
les ponctuelles u et Ui se pro- 
jettent de S sont identiques, puis- 
qu'ils sont projectifs et qu'ils ont 
trois rayons unis SA, SB, SC ou a, 
b, c. 

En projetant les figures de ces 
dans l'espace, en dehors de leur 
veaux théorèmes suivants : 

Si deux faisceaux projectifs de 
rajronSy concentriques mais situés 
dans deu,v plans différents , ont 
comme clément uni la droite d inter- 
section de ces plans, ils sont sections 
d'un même faisceau de plans et par 
conséquent perspectifs, 

46. Deux ponctuelles projectiles, 
u et Ui, étant surdeuœ droites diffé^ 
rentes, si trois points quelconques B, 
C, D de Vune [^u^ sont joints aiLr 
trois points Bj, Cj, Di, qui leur cor- 
respondent sur Vautre ( Wj ) par trois 
rayons concourant en un même point 
S, les deux ponctuelles sont sections 
du faisceau S de rayons, par suite 
perspectives, et toutes les tirai tes qui 
joignent deux points correspondants 
passent par S. 

En cfTet, les faisceaux projectifs 
des rayons par lesquels les deux 
ponctuelles sont projetées du point 
Sont trois rayons unis, BBj, CCi, 
DDi, et par conséquent tous leurs 
rayons unis. 



suivant lesquelles la droite s coupe 
les faisceaux S et S| sont iden- 
tiques, puisqu'elles sont projectives 
et qu'elles ont trois points ums 
ua, ub^ uc ou A, B, C. 

deux théorèmes d'un point pris 
plan, on obtient les deux nou- 

Si deux faisceaux projectifs de 
plans, dont les axes se coupent, ont 
comme élément uni le plan déter- 
miné par ces axes, ils sont projec- 
tions d'un même faisceau de rayoM 
et par conséquent perspectifs. 



Deux faisceaux projectifs de 
rayons, S et Si , ayant des centra 
difféients, si trois rayons quelcon- 
ques b^ c, d de l'un (S) sont coupés 
par les trois rayons Aj, r^, rfj, qé 
leur correspondent sur l'autre (Sj) 
en trois points situés sur une même 
limite M, les deux faisceaux sont 
projections de la ponctuelle «, par 
suite perspectifs, et tous les points 
où se coupent deux rayons corres- 
pondants sont sur u. 

En effet, les ponctuelles projec- 
tives suivant lesquelles les deui 
faisceaux de rayons sont coupés par 
la droite u ont trois points unis, 
bbi, cci, ddi, et par conséquent tous 
leurs points unis. 



En projetant les figures d'un point quelconque de l'espace on 
aura les théorèmes analogues pour deux faisceaux de rayons on de | 
plans dans la gerbe. j 
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VI. — Formes rapportées projectivement entre elles. 

47. Pour rapporter projectivemenl deux formes fondamentales 
simples, il suffira de prendre arbitrairement trois couples d'élé- 
ments correspondants ; tout élément de Tune des formes aura alors 
son correspondant déterminé dans Tautre. 

Nous nous bornerons à considérer les divers cas qui peuvent 
se présenter pour deux ponctuelles ; on ramènera facilement à ces 
cas tous ceux qui se rapportent, soit à une ponctuelle et à un fais- 
ceau, soit à deux faisceaux, puisqu'à tout faisceau peut être sub- 
stituée sa section par une droite. 

Soient donc deux ponctuelles u et u^ (Jig' i4) 4"^ se coupent 
et qu'il s'agit de rapporter projectivement Tune à l'autre, de 
telle manière que le point d'intersection A soit un point uni et 
qu'aux points B et C de u correspondent les points B| et C| de M|. 
En ce cas. Tune des ponctuelles est une projection de l'autre (45) 
faite du point S d'intersection de BB| etCC|. A un quatrième 
point quelconque D de u correspondra donc, dans i/|, sa projec- 
tion D|, faite du point S. 

Soient encore deux ponctuelles u et i/| {/!g' 16), non situées 

Fij. 16. 




sur la même droite, et qu'il s'agit de rapporter projectivement 
Tune à l'autre, de telle sorte qu'aux points A, B, C de m corres- 
pondent respectivement les points A|, B|, C| de i/<. Prenops sur 
la droite qui joint deux points correspondants, par exemple sur 
AA|y un point S différent de A et de A| ; faisons passer par A4 
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une droite 1/2, différente de a< et de AA| et rencontrant la droite u. 
Projetons la ponctuelle u sur U2 du centre S et soient A2, B2, Cj 
les projections de A, B, C. Le problème est alors ramené au pré- 
cédent. Nous n'avons plus, en effet, qu'à rapporter projectivement 
les deux ponctuelles W| et U2 de telle manière que leur point d'in- 
tersection A< et A2 soit un point uni et qu'aux points B| etCj deu, 
correspondent respectivement les points B2 et C2 de 1/2- Les ponc- 
tuelles li et W| peuvent ainsi être considérées comme projections 
d'une troisième ponctuelle 1/2- Pour déterminer surui le point D,, 
correspondant à un point quelconque D de m, nous projetterons, 
du centre S, D en D2, puis, du centre S|, D2 en D| sur i/|. 

Enfin, si les ponctuelles u et M|, situées sur la même droite, 
doivent être rapportées projectivement, de telle sorte qu'aux 
points A, B, C de li correspondent respectivement les points A|, 
B|, C<, de W|, on ramènera ce cas au précédent en projetant Ui sur 
une autre droite quelconque 1/2. Si deux points correspondants 
quelconques, par exemple A et A|, coïncident, on fait passeri/j 
par le point uni qui en résulte et l'on retombe ainsi sur le premier 
cas. 

Il ressort de cette recherche que deujc formes fondatnentales 
projectiles pem^ent toujoiu^s être coiisidéî'ées comme la première 
et la dernière d^ une série déformes dont chacune est perspective 
à celle qui la précède et à celle qui la suit. 

Ces considérations n'ont pas seulement pour effet de justifier 
l'expression de projectivité ; elles mettent encore en évidence 
qu'à chaque succession continue d'éléments dans l'une des deux 
formes projectives correspond une succession continue d'élé- 
ments dans l'autre. Si donc deux éléments correspondants en 
engendrent un troisième, l'ensemble des éléments ainsi engen- 
drés doit être aussi une suite continue d'éléments. 

Vn. — Formes projectives concordantes et opposées. 

48. Si de deux ponctuelles projectives, u et Ui {fig- 17), Tune u 
est décrite par le mouvement de l'un de ses points P, le point Pj, 
qui est à chaque instant correspondant de P dans i/i, parcourt 
en même temps cette seconde ponctuelle. 

Lorsque u et Ux sont situées sur la même droite, Pj peut se 
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mouvoir, soil dans le même sens que P, soit dans le sens opposé. 
Nous dirons que les ponctuelles sont projectives concordantes 



-^ r^ '- . ^-^ (») 

dans le premier cas (A) et projectives opposées dans le second 
cas (a). 

Pareillement (Jîg- i8) deux faisceaux, projectifs de rayons, S 
cl S|, concentriques et situés dans le même plan, ou deux fais- 

Fie. i8. 




ceaux projectifs de plans ayant le même axe, considérés comme 
simultanément décrits par la rotation de deux éléments correspon- 
dants, sont dits projeciifs concordants, quand les deux éléments 
tournent dans le même sens [d), et projectifs opposés, quand ils 
tournent en sens contraire (c). Dans les formes projectivcs oppo- 
sées, les deux éléments mobiles correspondants doivent nécessai- 
rement tomber deux fois l'un sur l'autre; en d'autres termes, les 
Jormes projectitvs opposées ont deux éléments unis, par lesquels 
deux autres éléments correspondants quelconques sont séparés. 
Les formes projectives concordantes, au contraire, n'ont deux élé- 
ments unis que si un segment AB (ou un angle nb) de l'une est 
situé tout entier dans le segment correspondant A, B, (ou res- 
pectivement dans l'angle correspondant <i|6|) de l'autre. Elles 
n'ont parfois qu'un seul élément uni, et souvent elles n'en ont 
IQCUD ('). 
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vm. — Gonsécpiences dans les n-gonet. 

49. Parmi les nombreuses conséquences à déduire de ce qui 
précède, nous nous bornerons à indiquer la double proposition 
suivante : 



Si les n sommets éCun n~gone plan 
se meuvent sur des droites fixes, paS' 
sant toutes par un même point S, 
tandis que n^ i côtés picotent autour 
de points fixes, le dernier côté pivo- 
tera aussi (45) autour d'un point 
fixe» Les n sommets du n^gone sont 
les points correspondants de n ponc- 
tuelles projectives, qui ont toutes pour 
élément uni le point S. Deux som- 
mets non consécutifs peuvent par- 
courir une même droite; mais, s'ils 
parcourent deux droites différentes, 
la diagonale qui les joint pivotera 
autour dun point fixe. 



Si les n côtés d'un n-latère plan 
picotent autour de points fixes, tous 
situés sur une même droite u, tandis 
que n-\ sommets se mew^ent sur 
des droites fixes, le dernier sommet 
parcourra aussi une droite fixe. Les 
n côtés du n-latère sont les rayons 
correspondants de n faisceaux pro- 
jectifs de rayons, qui ont tous pour 
élément uni la droite u. Deux côtés 
non consécutifs peuvent pivoter autour 
d'un même point ; mais, s'ils pivotent 
autour de deux points différents^ 
leur point d'intersection parcourra 
une droite fixe. 



Voici un cas particulier de la proposition à droite : 

Etant données les directions des quatre côtés d^un quadr angle 
plan, si trois sommets sont respectis^ement situés sur trois droites 
Jixes, telles que la direction d'aucune d'elles ne se confonde avec 
la direction de l'un des deux côtés dont elle contient l'intersec- 
tion, le quatrième sommet du quadr angle sera également situé 
sur une droite Jixe, 



de cas particuliers, pourra consulter le J </ de la première Section de rOuvrage suivant : 
Lehrbuch der neueren Géométrie f'ùr hôhere UnterrichtS'Anstalten and xum SelbststU' 
dium, Yon D' Rudolf Stacdigl. Wien, 1870. Yerlag von L.-W. Seidel et Sohn. 
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APPENDICE AU CHAPITRE VI. 

BELATIOHS MÉTRiaUES DES FORMES SIMPLES nOJEGTITES. 



I. — Relations métriques entre les angles et les segments. 

50. 11 existe une proportion importante entre les angles et les segments 
qui sont limités par des éléments correspondants de formes fondamentales 
projectives. 

Considéi^ons un faisceau S de rayons et une ponctuelle u [fig> i^eï i5) 
persi)ective à ce faisceau. Quatre rayons quelconques, a, b, c, d de S 
coupent u aux points correspondants A, B, C, D. Les triangles compris 
entre la ponctuelle et les rayons, et dont le sommet commun est en S, ont 
même hauteur; leurs aires sont donc entre elles dans les mêmes rapports 
que les bases situées sur u, et Ton a 

AASB _ AB ACSB _ CB 

aASD "" AD ^^ ACSD~"CD* 

Mais Taire d'un triangle est égale au demi-produit de deux côtés par le 
sinus de Tanglequ'ib comprennent; on a donc 

A VSB = i AS.SBsin«/>, ACSB = \ CS.SB sin cb, 

. /\ y^ 

A ASD= i AS.SD sm ad, ACSD =^ { CS.SDsinc^i 

substituant ces valeurs dans les proportions précédentes, il vient 





SB sin /i^ ÀB SBsinc6 CB 
ci^ ^ AD^ ^^ . /^ CD 


et, divisant. 




/.\ 


sina^ sinc^ AB CB 


(0 


. ^\ ' . /\ ^ AD ' CD 



sin<7^ s\n cd 
Chacun des termes de cette proportion, pris isolément, constitue un rap- 
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CB 
port; par exemple, r,^c est le rapport des deux segments résultant de la 

* sin cô 

division du segment BD par le point C, et — — est le rapport des sinus 

sin cd 

/\ 
des deux angles résultant de la division de l'angle b€l par le rayon c. Les 

deux membres de l'équation (i) représentent donc le rapport de deux rap» 

ports, ou un double rapport, ou encore, suivant la dénomination généralement 

adoptée, un rapport anharmonique (*). U est facile de reconnaître le mode 

de formation des rapports anharmoniques considérés. Par exemple, celui 



( * ) Bien qu'un auteur ( Die Elemente der Mathematih^ von D' Richard Baltzer, II Band. 
Dritte Aufla(;(>. Leipzi{v, 1870, p. 365) ait écrit que les rapports anharmoniques ont 
été étudiés pour la première fois par Môaics {^Der harycentrische Calcul^ etc. Leipzig, 
1827, p. 3/|4 et suiv.), on est fondé à affirmer que les traces en remontent à Euclioe. 
Chasles, en effet, en étudiant les lemmrs de Pappcs {^Aperçu historique sur Voriginc 
et Jx développement des méthodes en Géométrie ^ etc. Bruxelles, 1837, p. 34, Boî. — 
Traité de Géométrie supérieure. Paris, i853, p. xxi. — Les trois livres des porismei 
d'Euclide rétablis pour la première /ois, d'après la notice et les lemmes de Pappus^ 
et conformément au sentiment de R, Simpson sur la forme des énoncés de ces propo- 
sitions, Paris, 1860, p. Il, l'i, 82, 85. — Rapport sur les progrès de la Géométrie. 
Paris, IIDCCCLXX, p. s^o), a signalé uno proposition qui avait échappé aux investiga- 
tions antérieures et qui contient la propriété projective du rapport anharmonique cie 
quatre points. Cette propriété est démontrée en six lemmes diflereiits (III, X, XI, XI\, 
XVI et XIX), et Pappus en a fait usaje pour la démonstration de plusieurs autres 
lemmes. Ces circonstances ont autorisé Coasles à penser que les propositions d'EccLi»c 
étaient de celles auxquelles conduisent naturellement les développements et les ai>- 
plications de la notion du rapport anharmonique. Parmi ces développements se pré- 
sente en première ligne la théorie des divisions homographiques (ponctuelles pro- 
jectives) formées sur deux droites ou sur une seule. 

Voir à ce propos une Note très-intéressante de Cantor : Ueber die Porismen dts 
Euclid und deren Divinatoren, dans la Zeitschrift fur Mathematik und PhjsiA, t. U, 
p. 17-27. Du reste, avant MÔ3ius, Desabuues {OEuvres réunies et publiées par M. Pou- 
dra. Paris, i86.'|, t. I, p. 42*») et Brianchon [Mémoire sur les lignes du second ordre. 
Paris, 1817, p. 7) ont démontré la proposition fondamentale de cette théorie. La 
dénomination de rapport anharmonique^ introduite par Chasles (op. cit.), d'après 
la signiGcation du vocable ctva, est en réalité assez impropre, puisque quatre élé- 
ments deviennent harmoniques pour une valeur particulière de leur rapport anharmo- 
nique; nous la conserverons cependant, parce qu'on peut la considérer comme 
généralement acceptée désormais par les géomètres modernes. MOdius (op. cit.) avait 
appliqué à la même relation le nom de Doppelschnittsverhàltniss, auquel il substitua 
plus tard l'abréviation Doppelverhàliniss Théorie der [Kreisverwandtschaft (Abhand- 
lungen d. k. s. Gesellschaft der fVissenschaften, t. IV, p. 546)]. Voir les Berichte de 
la Section physico-mathématique de la même Société, i853, p. i5. Steixeb adopta 
cette seconde dénomination {Systematische Eniwickelung, etc. Berlin, i832, p. 7), 
que l'on trouve encore dans les écrits de plusieurs géomètres allemands modernes. 
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•le droUe, qui existe entre les segments limités [ur les pointa A, B, C,D, 
s'obtient en divisant l'un jiar l'autre les rapports suivant lesquels le seg- 
ment BD, limité par deux de ces points, est divise par chacun des deux 
autres. I/autre rapport anbarmonique, eiistiut entre les sinus, s'obtien- 
drait d'une manière analogue. On voit encore, d'apiès la marche suivie 
pour la déduction de notre équation, qu'il est indifrérent de prendre certains 
i^ments et certains angles plutât que certiins autres, puisque les rapports 
anharmoniques sont toujours formes de la même manière. Un autre choix 
des qjiatre triangles aurait, en effet, conduit à l'équation suivante : 

sin «'/ sinArf _ AD BD 

'.'^ ' ~^ "" ÂC ' BC' 
sinac sin ftc 

Il seriiit facile de déduire d'autres équations semblables, |iour les mêmes 
|>oints et jmur les mêmes rayons ('). 

SI. II convient d'observer que l'équation [ i ] subsiste quand on trans- 
porte L) ponctuelle u dans une autre jKisition oblique quelconque, par 
rapport au faisceau de rayons. Toute autre droite Ui, cou|>ant en A|, B,, 
C], D|, respectivement, les.raynns a, b, c,d, fournit des segments qui 
donnent lieu à une équation analogue >'■(■) 

/\ /^ 

. . Wft . sinc A _ Aj^B, C^^ 



(') Quatre poinli ABCD en ligne droite délcrmineol Tin(;t-']ualre rapport! ■ilhar< 
moDiqoea, parmi leiquela, lonlelbis, lii «euleroenl difllcrent les uni de» aulm. Si 
l'on en r^prëseme un, par exemple ( ABCD). par x, on a ; 

tABCD)=CBADC)=^(CDAB) = (DCBA)=», 
{ACDB) = (CABD)-(DBAC)^(BDCA)^ '- -. 
(ADBO) ={DACB) == (fiCAD) = (CBDA) z:. ^^^li. 
(ABDC) = (BACD) = (DCAB) = (CDBA) = - , 

(ACBD)^(cadb; = (bdac)=(dbca) = i -«, 
(adcb) = (dabc) 1^ (cbad) = (bcda) = — ^- - 

Il auit de li que, tl l'un an >ii rapport» ■Dbarrooniquei ait donné, lc« cinq antre* 
«ont déterminé». liBF.MoiA nom nie tp8 trois preniieri rapporla faniiamenlaux t\\et Iroii 
■Dtm ricipraiHri. Pour la dédirclion du r}-itème t./ailiarmoniqur, loir Cciau», 
Tmiodazionc ad una troria gmmrtrica delta curve plant, Bologna, ifi6a, i 
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Pareilkment, les points A, B, C, D sont prcjetës de toot point Si, difficrciil 
de S, pu* quatre njoos «i» ^j, Cf, i/f, tek qu'on ah 

sinAi</| ftinc|</| 

(7/1 rapport anharmonique de la forme précéilente,' entre quatre élémeidi 
d*une ponctuelle on d* tut faisceau, ne subit aucmme altération dans sa m- 
Icur quand ces éléments sont remplacés par les éléments correspondais 
d'une ponctuelle perspective ou d'un faisceau perspectif 



n. — Propriété du rapport anharmonique. 

52. Nous pouvons considérer deux formes fondamentales simples, pru- 
jectives , comme premier et dernier terme [Vî) d'une série de formes, 
telles que chacune est perspective à la suivante; il s'ensuit que : 

Si deux formes fondamentales sont projectives, le rapport anharmonique 
entre quatie éléments quelconques de l'une est égal au rapport anJiarmo' 
nique entre les quatre éléments correspondants de l'autre. 

Réciproquement : 

Pour que deux formes fondamentales simples soient projectifes, il faut 
et il suffit que quatre éléments de la pteniière, pris à volonté, et les quatre 
éléments correspondants de la seconde, aient le même rapport anharmonique. 

Soient en effet u et u^ deux ponctuelles projectives, et soient A, B, C, D 
les points de u qui correspondent respectivement aux points Ai, Bj, Ci, D} 
de e/i. On a, entre les segments limités par ces points, la proportion 

AB CB _ AjBi C^, 
'^' Âï) ' CD ~" AjDi C^i ' 

Cette proposition est évidemment vraie pour les faisceaux de plans. Les 
angles formés par les éléments de ces faisceaux ont, en effet, leurs mesures 
dans un faisceau de rayons, situé dans un plan perpendiculaire à l'axe du 
faisceau de plans, pers|)êctif à ce dernier faisceau et par suite projeclif à 
toute forme fondamentale qui est elle-même projective au faisceau de 
plans. 

En revenant sur ce qui a été précédemment exposé au sujet des relations 
métriques dans les systèmes harmoniques (37), on reconnaît facilement 
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que le rapport harmonique n'est qu*un cas particulier de ranharmonique : 
Le rapport anharmonique de quatre éléments harmoniques est égal à l'unité 
négative. 



53. C^est ici le cas d'établir les relations métriques entre les angles d'un 
faisceau harmonique de rayons ou de plans. Soient a, b, c, d [fig, lo) les 
éléments du faisceau et A, B, C, D les quatre points suivant lesquels ces 
éléments sont coupés par une droite quelconque. On a (37) 



AB 
CB 



AD 
CD' 



L'équation ( i ) du n® 50 donne dès lors la relation cherchée 



smab 
sm co 



sm 



^ 



sin cd 



54. Certains couples de points correspondants de deux ponctuelles pro- 
jectives jouissent de propriétés particulières qui méritent un examen spé- 
cial. Telles sont, notamment, les propriétés qui se rapportent au point à 
l'infini d'une droite, et qui ne subissent d'ailleurs aucune altération lorsque 
la droite change de position. 

Considérons les deux ponctuelles u, u^ [fig. 19) et soient respectivement 




C, Al leurs points c\ l'infini. Imaginons que les deux ponctuelles soient pla- 
cées en position perspective, et soit S leur centre de projection. Les paral- 
lèles menées par le point S aux lieux des ponctuelles rencontrent u et i/| , 
respectivement aux points A et Ci, qui sont les correspondants des points à 
l'infini Cet A|. Ceux-ci ne changeront pas si l'on supprime la position per- 
spective; par suite, les points Ci et A resteront aussi invariables. 
Prenons deux autres couples de points correspondants, B,Bi et D, Di. 
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Nous avons (52) 

BA ^ BC _ B,A, B,C, 

mais nous pouvons ëcrirc 

BC BD-4-DC_BD 
DC"" " bC ""DC"^ * ' 

C étmt le point a Tinfini de la première droite, nous avons DC =rr x , et 



BC 
DC 


~ 1. 


B|A, 
D,Ai 


— i; 


BA 
DA"~ 


D,C, 
B,C ' 



Pareillement 



par suite 



ou bien 

(i) AB.CiB, -r AD.C,D,. 

Si donc on maintient fixe un couple , DDi, pendant qu*on fait varier 
Tautre, BBj, le rectangle 

AB. CiBi 

reste constant. 

Ainsi les points A et Ci, déterminés sur les ponctuelles projectives, pla- 
cées en position perspective, par les rayons du faisceau projetant qui leur 
sont mutuellement parallèles, permettent d'embrasser le système entier des 
points correspondants, au moyen d'une relation beaucoup plus simple que 
celle qui dépend de l'égalité des rapports anharmoniques, et nous pouvnns 
conclure que : 

Dans deux ponctuelles projectives, les distances de deux points coiifs- 
pondants quelconques aux points conespondants des points à l'infini 
forment un rectangle constant» 

Quelques auteurs donnent à ce rectangle constmt le nom de puissance 
de la relation projective. 

On déduit de ( i ] la proportion 

AB C,D, BA D,C, 

z=z — — - ou =1 — — - . 

AD CiBi AD C,Bi 
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En ajoutant Tunité de part et d*autre, on a 

BD _ ^AD^ _ AB 

b7d"i "^ B^ "~ dTcI' 

Ce résultit met en évidence une particularité remarquable des couples 
de points correspondants, à savoir qu'o/i peut déterminer sur une ponc- 
tuelle des couples de points B, D, tels que leur distance soit égale à celle 
tles points correspondants Bj, Ci; ou, plus brièvement, qu'on peut déter- 
miner des segments correspondants égaux sur les lieux des deux ponctuelles. 
En effet, pour que 

BDr - BjD|, 

il suffît qu*on ait 

AB '^ DiC 

et par suite aussi 

AD :l^ BiCi; 

c'est-à-dire que, si Ton porte du point A sur le premier lieu un seg- 
ment AB de grandeur arbitraire, du point Ci sur le second lieu un segment 
Cl Di = AB, et si l'on détermine les points Bi et D qui correspondent 
à B et à Di, on a 

BD •=. BjD,. 

La grandeur du segment AB étant arbitraire, aussi bien que sa direction, 
on peut déterminer ainsi, sur les deux ponctuelles projectives, un double 
système de segments correspondants égaux* 

Sîy par exemple, nous portons de part et d'autre du point A {fig^ 20) 
sur la ]K>nctuelle u, un segment de longueur quelconque, FA = AG, si 
nous portons le même segment sur u^^ de part et d'autre de Ci, de telle 
sorte que 

HiCi = CiKi r=i FA "^^^ AG, 

et si nous déterminons les quatre points correspondants Fi, Gi, H, K, nous 
aurons, non-seulement 

FHrrrFiH, et GKr- GjKi, 

mais encore 

GH — HiGj et FK = KiFi. 

En effet, Ci étant le milieu de Hi Ki et Ai étant à l'infini, les quatre points 

. H,, Cl, Kl, Al sont harmoniques (35) ; dès lors HCKA est aussi un système 

harmonique; et comme le point C est à l'infini, le point A est au milieu 
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de HK. Pour le même motif, Ci est au milieu de FfGit et nous «Tons 

HF = GK = GiKi 
FA ~ KjCi 

AG r^ C,H, 

HG ~ GiUi 

et de même 

KF — F|K,. 

En faisant varier la longueur AF, qui a été prise arbitrairement, nous 



K 



1/ 




>W 



obtiendrions le double système complet de segments correspondants égaux. 
Concluons donc que : 

Deux ponctuelles projectives contiennent deux systèmes de couples de 
segments correspondants égaux. Les couples de l'un des systèmes ont leurs 
deux extrémités sur les mêmes moitiés correspondantes des deux lieux, et 
ne comprennent pas, par conséquent, les points A et Ci. Les couples de 
l'autre système ont au contraire leurs deux extrémités sur les moitiés oppo- 
sées des deux lieux, et comprennent par conséquent les points A et Ci. Tout 
point de l'une {les ponctuelles représente une extrémité commune à deux 
couples de segments correspondants égaux, qui appartiennent respecti- 
vement à chacun des deux systèmes. 



in. ~ Ponctuelles égales et semblables. 

55. Deux ponctuelles projectives sont dites égales quand on peut les 
superposer, de telle sorte que chaque point coïncide avec son correspon- 
dant. 

De régalité des rapports anbarmoniques on déduit que deux ponc* 
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iiitlies égales sofit projecth'es (52); vioe versa, deux ponciueltes projec- 
tives sont égales lorsque trois couples de points correspondants A, A| ; B^Bi ; 
€,Ci sont placés de telle mauiéne qm,*on ait AB = AiBi, AC = A^Ci, et 
BC =*= B] C|. 

Supposons, en effet, les deux ponctuelles placées dans une position telle 
que les trois couples Àt s^ments égaux coïncident par leurs extre'mités 
correspondantes; les deux formes ont alors trois points unis; elles sont 
par conséquent identiques ou égales (43). 

50. Si une ponctuelle ABCD. . . . est projetée d'un centre situé à V infini, 
le segment AB est égal à sa projection A|Bi, et la ponctuelle résultante Ai 
Bi Cl Di . ... est égale à la ponctuelle donnée. 

Un faisceau de rayons non paraUcles est coupé par deux transversales 
parallèles, situées à égale distance de son centre, suivant les deux ponc" 
tuelles égales, 

57. Deux ponctuelles projectives sont dites semblables, si les points 
correspondants déterminent des segments proportionnels. 

Si les points à l'infini de deux ponctuelles projectives sont correspondants, 
les ponctuelles sofit semblables. 

En effet, si l'on projette chacune des deux ponctuelles du point à l'infini 
de Tautrei on obtient devx faisceaux de rayons parallèles, dans lesquels les 
rayons correspondants se coupent sur une même droite (46). Les segments 
de cette droite sont alors proportionnels à ceux des deux ponctuelles, et 
ceux-ci, par conséquent, sont proportionnels entre eux. 

On obtient très-facilement deux ponctuelles semblables, soit en coupant, 
{Hir deux transversales quelconques^ un faisceau de rayons parallèles, soit 
en coupant, par deux transversales parallèles, un &isceau de rayons qui a 
SQB centre à distance finie. 

En effet, tout élément du faisceau de rayons parallèles coupe les ponc- 
tuelles en des points correspondants. Les points d'intersection des ponc- 
tuelies et d'un rayon situé à distance infinie seront dès lors correspondants. 
Mais ces points sont eux-mêmes à l'infini ; donc les ponctuelles sont sem- 
blables. 

En ce qui touche le second procédé, les ponctuelles obtenues comme 
sections du faisceau étant perspectives, tout rayon du faisceau les coupera 
en deux points correspondants. On aura le même résultat pour le rayon 
parallèle aux ponctuelles. Or œ rayon ies coupe en leurs points à l'iafini ; 
donc ces points sont correspondants et par suite les ponctuelles considérées 
iont scHiblablet. 
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Nous observerons d'ailleurs que les ponctuelles sont perspectives dans les 
deux cas; que le point uni est généralement à distance finie dans le pre- 
mier, et qu'il est toujours à l'infini dans le second* 



IV. — Faitcaaiix égaux ai semUaUes. 

58. Deux faisceaux de rayons, ayant leurs centres à distance finie, sont 
dits êgmijc quand leurs angles correspondants (5, ^] sont égaux, ou, en 
d*autres termes, quand les cléments de Tun correspondent re^)ectivennent 
aux ('{('monts de l'autre, de telle manière que l'angle de deox éléments 
pris à volonté dans l'un soit toujours égal à l'angle des deux cléments 
correspondants de l'autre. 

Deux faisceaux de rayons parallèles sont dits égaux quand la distance de 
deux rayons quelconques de l'un est égale à la distance des rayons corres- 
pondants de l'autre. 

Quand deux faisceaux égaux de rayons, ayant leurs centres h distance 
finie, sont perspectifs, on peut distinguer deux cas: ou bien les rayons cor- 
respondants sont parallèles entre eux deux à deux, ou bien ils se coupent 
en des {Kunts propres. Dans le premier cas, l'intersection est à Tinfiiii; 
dans le second, elle détermine une ponctuelle dont le lieu est per{)endicu- 
laire au rayon commun des deux faisceaux et ëquidistant des centres. Ces 
deux cas sont essentiellement distincts puisque, quand Tintersection est à 
l'infini, les rayons des deux faisceaux se succèdent dans le même sens, 
tandis que, dans l'autre cas, la succession a lieu en sens contraire (i8). 

59. Deux faisceaux égaux peuvent être coupes par deux transversales, 
de telle façon que les ponctuelles qui en résultent soient égales entre elles. 
Deux ponctuelles égales étant toujours projectives (56), on en conclut que 
(/eux faisceaux égaux de rayons sont toujours projectifs. 

Vice versa, deux faisceaux projectifs de rayons sont égaux quand trois 
rayons de l'un et les trois correspondants de l'autre constituent deux figures 
égales. Si Ton transporte, en effet, les deux faisce«iux dans une ))osition 
telle que les éléments correspondants coïncident entre eux, ils auront trois 
éléments unis et seront par conséquent identiques ou égaux (43). 

60. Dans le cas même où les faisceaux égaux de rayons ne sont pas 
perspectifs, le sens de leur génération donne lieu à des considérations im- 
portantes. 

En effet, si les faisceaux égaux sont projectifs concordants, les angles 
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sont tous égaux en grandeur et sens, et par suite deux rayons correspon- 
cLints sont toujours parallèles ou ne le sont jamais. 

Dans le cas contraire, deux angles correspondants sont encore égaux en 
grandeur, mais de sens opposé. 

On peut supposer que deux faisceaux concentriques, se trouvant dans la 
première des conditions indiquées, sont engendrés par la rotation, autour 
du centre commun, d*un angle de grandeur invariable : chacun des fais- 
ceaux est engendré par l'un des côtés de cet angle. 

61. On peut appeler, par analogie, faisceaux semblables de rayons les 
faisceaux projectifs de rayons dont les éléments a l'infini se correspondent. 
Les faisceaux de rayons parallèles peuvent seuls être semblables; car un 
faisceau de rayons dont le centre est à distance finie ne contient aucun 
rayon à Tinfini. 

De là résulte immédiatement que, si l'on coupe deux faisceaux semblables 
de rayons par une dioite quelconque, on détermine deux ponctuelles sem^ 
blables. En effet, les rayons à Tinfini des deux faisceaux étant correspon- 
dants, les points d'intersection situés sur ces rayons seront aussi corres- 
pondants, ce qui satisfait à la condition requise (57) pour la similitude des 
deux ponctuelles. 
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I. — Courbes et faisceanz de rayons du second ordre. 



62. Si deux faisceaux de rayons, 
situés dans un même plan et non 
concentriques, sont projectifs sans 
être perspectifs, les points d'intersec- 
tion des rayons correspondants con- 
stituent un système de points qui n'a 
jamais plus de deux points communs 
avec une droite. 

Les deux faisceaux sont coupés par 
la droite k, qui joint les points d'in- 
tersection A et B de deux couples 
quelconques de rayons correspon- 
dants, suivant deux ponctuelles su- 
perposéesy dont les points A et B 
sont deux éléments unis. Si deux 
autres rayons correspondants quel- 
conques se coupaient en un troisième 
point de la droite u, les deux ponc- 
tuelles auraient trois éléments unis 



Si deux ponctuelles^ situées dans 
un même plan et non superpoiées, 
sont projectiles sans être perspectii'cs, 
les droites de jonction des points cor- 
respondants constituent un système 
de rayons qui n^a jamais plus de 
deux rayons passant par un même 
point. 

Les deux ponctuelles sont pro- 
jetées, du point S d'intersection des 
rayons a et 6, qui joignent deux 
couples quelconques de points cor- 
respondants, suivant deux faisceaux 
concentriques de rayons, dont les 
rayons a ei b sont deux éléments 

m 

unis. Si deux autres points corres- 
pondants quelconques étaient situés 
sur un troisième rayon passant parle 
point S, les deux faisceaux auraient 
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et seraient identiques (i^), ce qui 
est impossible, puisque les faisceaux 
considérés ne sont pas perspectifs. 



63 



Les points d^intersection des cou- 
ples de rayons correspondants con- 
stituent un système continu de 
points (^7), auquel on donne le 
nom de courbe et, dans Tespèce, à 
raison de la propriété qui yient d*ètre 
démontrée, le nom de courbe du se- 
cond ordre (*). 



trob éléments unis et seraient iden- 
tiques (tô)> ce qui est impossible, 
puisque les ponctuelles considérées 
ne sont pas perspectives. 

Les droites de jonction des couples 
de points correspondants constituent 
un système continu de droites ( 47 ), 
auquel on donne le nom ^e faisceau 
de rayons et, dans Tespèce, à raison 
de la propriété qui vient d*ètre dé- 
mon trée, le nom de faisceau de 
rayons du second ordre (*). 



Disons tout de suite, sous réserve d'en fournir la démonstration 
en son temps, que les courbes du second ordre sont identiques aux 
sections coniques et que tout faisceau de rayons du second ordre 
est composé de Tensemble des tangentes menées à une section 
conique. 

II. — Surlace conique et faisceau de plans du second ordre. 

63. En projetant d'un point quelconque, pris en dehors de leur 
plan, les figures qui expriment les deux propositions précédentes, 
on est immédiatement conduit à ces deux autres propositions : 



Si deux faisceaux de plans ^ dont 
les axes se coupent^ sont projectifs 
sans ^tre perspectifs, toutes les droites 



Si deux faisceaux de rayons, dont 
les plans se coupent, sont concen^ 
triques et projectifs sans être per- 



(') Dans la seconde édition de son outrage {Die Géométrie der Loge, Zweite ver- 
mehrte Auflage. HannoTer, 1877, p. 55), Rete emploie indifféremment les deux ex- 
pressions : Curve zweiter Ordnung (courbe du second ordre) et Punktreihe zweiter 
Ordnung (ponctuelle du second ordre). Cette dernière dénomination a l'avantage 
de rappeler que la courbe du second ordre doit être considérée comme un système 
de pointa, et de mettre en évidence la correspondance de dualité qui existe, dans le 
plan, entre les courbes du second ordre et les faisceaux de rayons du même ordre. 
Noos aTODs cm, toutefois, devoir nous en tenir à Tancienne dénomination, non- 
leolement parce que l'usage Ta consacrée, mais encore parce qu'elle fait mieux 
Misir l'identité des courbes du second ordre et des sections coniques. 

(*) Les faisceaux ordinaires de rayons, formes fondamentales simples, sont encore 
ippelés, pour les dbtinguer des précédents, ya/Vc«a<ijp de rayont du premier ordte. De 
même pour les faisceaux de plans. 
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d'inierseciion des plans correspond 
fiants forment une surface conique 
du second ordre, qui n'a Jamais plus 
de deux de ces droites d'intersection 
communes awec un plan. 

Le point d*intersectio:. des axes, 
par lequel passent tous les rayons de 
la surface conique, est nommé centre 
de la surface conique ( ^ ]• 



spedifSf tous les pltsns de jtmetioa 
des rayons correspondants forment un 
faisceau de plans du second ordre, 
qui n 'a Jamais plus de deux plant 
communs avec un faisceau de plû/u 
du premier ordre. 

Le centre des faisceaux de rayons, 
par lequel passent tous les plans du 
faisceau du second ordre, est nommé 
centre du faisceau de plans. 



De là cette double conséquence : 



I Toute courbe et tout faisceau de 
rayons du second ordre sont projetés, 
d'un point non situé dans leur plan, 
respectivement par une surf aceconique 
et par un faisceau de plans du second 
ordre. 



Toute surface conique et tout fais- 
ceau de plans du second ordre sont 
coupés, par un plan ne passant pos 
par leur centre, respectipemcnt sut- 
pnnt une courbe et suivant un fais- 
ceau de rayons du second ordre. 



On voit par là avec quelle facilité les résultats obtenus pour les 
formes planes du second ordre peuvent être étendus, au moyen de 
projections, aux formes correspondantes dans la gerbe. 



III. - Lieux des formes génératrices. Tangente. Point de contact 

Corollaire. 



Gi. La courbe du second ordre le 
[fig* 1 1 ) qui est engendrée au moyen 
de deux faisceaux projectifs de 
rayons, S et Si, passe par les points 
S et S|, centres clés faisceaux. 

En eifet, les faisceaux ne devant 
pas être perspectifs, au rayon SSi ou 
pdu. faisceau S, c'est-à-dire à lu droite 
qui joint les centres, correspond, 
dans le faisceau Si, un rayon quel- 



le faisceau de rayons tlu second 
ordre K [fig* 22) qui est engendré 
au moyen de deux ponctuelles prth 
jcctives, u et 1/,, contient les droites, 
u et «1, lieux des ponctuelles. 

En effet, les ponctuelles ne devant 
pas être perspectives, au point uu^ 
ou P de la ponctuelle w, c'est-à-dire 
au point d'intersection des ponctuel- 
les, correspond, dans la ponctuelle 



(*) La dénomination est do Biot. (Voir Steixer, Sjrstematische Entwickelung* 
Berlin, i83a, p. i3o.) 



I.IEi;\ DES FORHES GÉNÉRATRICES. TANGENTE. POINT DE 

conquc/>|, (liSërent de S|S. Lepoiat 
Si d'interHction de p et de p^ ap- 
partieat donc à la cuuriie k. Il en (^st 
de iiiéine du point S. 

KiB. îi. 



H[, un point quelconque P,, ilifTérent 
de uu^. La droite u,, qui joint PP,, 
appartient donc nu faisceau K. 11 en 
e&t de même de In droite u. 




Pi est le seul rayon passant par S, 
qui ait un seul point, S|, commun 
avec la courbe it-. Tout autre rayon a^ 
du faisceau S| est coupé par son cor- 
respondant a, différent de p, en un 
second point A de la courbe, différent 
(In point S|. Nous dirons pour ce 
motif que le rayon pi louche la 
Goorbe k, ou qu'il est tangent à cette 
courbe au points,. 




P, est le seul point de n, par 
lequel jMsse un seul rityon, M], du 
faisceau K. Tout autre |)oint A] de 
la ])Onctucllc u, est joint à son cor- 
l'espondant A, diircrcnt de P, par 
un second rayon o, diiïci'ent de U|. 
Nous dirons ]iour ce motif «juc P, est 
un point de contact du faisceau K 
sur le rayon »,. 



Nous pouvons donc établir les propositions 



suivantes : 



Au rajon commun de deux /ait- 
taux projeetifs de rayons corres- 
pond, dans chacun d'ea.r, une tan- 
gotte à la courbe du second ordre 
luhant iaquetle te coupent iesfais- 
"aax proposés. 



jiit point d'intersection de deux 
ponctuelles projeclives correspond, 
sur chacune d'elles, un point de con- 
tact du faisceau du second ordre au 
moyen duquel les ponctuelles pro- 
posées se projettent rériproquenient. 
S 
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65. Vnr courir du teeond ordre 
Cil projetée de deux quelconques de 



- CHApmE VII. 



ï pointt par deux fa 
Jeeti/t lie rayons. 



Cn faisceau de rayons du seeoiti 
ordre est coupé par deux queleonqaet 
de set rayons suivant deux poiK- 
luelles projectÎMt, 



Ces (Ipux propositions résullent du mode de génération des 
formes du second ordre considérées, par deux Tormes projectives 
simples (62), et des relations quî existent entre les formes engeo- 
drées cl les liens des formes génératrices (M). On en trouvera 
d'ailtenvs nne déiuoiislration au n" 69 ci-après. 

IV. — Détemiiiiation du éléments. 



C6. Dciii: fahceaiii- projectifs de '. Deux ponctuelles projeetivcs, u ei 

rayons, S c(S, [fig. 23 \ étant don- ii^ [fig,i^), étant données par trois 

Fil!. '3- 




nés par trois couples de rayons cor- 
respondants a Cl 0[, b Cl fil, c et r,, 
eonslrur're autant de points i/u'ot 
voudra de la courbe k du seeoni 
ordre sur laquelle les faisceaux m 
eoitpent. 




couples de points correspondants A (■( 
A„ B et B„ C et C„ construire ea- 
lant de rayons qu'on voudra du 
faisceau K de rayons du second 
ardre a « moyen duquel les ponctuelles 
sont projetées. 



On peut fésoudre ces problèmes en cherchant une troisième 
forme qui soit perspective à chacune des deux formes fonda- 
mentales données. 



Pur le jioint d'intei'sectioD aof d<.> 
deux rnyons correspondants quel- 



Sur la droite de jonction AA| de 
deux points correspondants quel- 



DETERMINATION 

[x>nques, a et a^, des faisceaux 
projeclifs S et Si, faisons passer 
deux droites u et Ui, la première u 
coupant le faisceau S [abc] suivant 
une ponctuelle u (ABC j , la seconde u^ 
coupant le faisceau ^i[a^bic^) sui- 
vant une autre ponctuelle u^ ( A|B|C| } . 
Ces ponctuelles sont projectives, 
comme sections de faisceaux pro- 
jeclifs. De plus, elles sont perspec- 
tives, puisque les points correspon- 
dants A et Al sont unis sur leur 
point d'intersection (45). Elles sont 
donc des sections du faisceau S, de 
rayons, au centre duquel se coupent 
les rayons BB| et CCi. 

Pour trouver le rayon d^ du fais- 
ceau Si, correspondant à un rayon 
quelconque d de S, projetons, du 
point S2» le point d'intersection du 
ou D sur £f I en D| et menons Di Sj . 
Cette droite est le rayon cherché d^. 
Le point ddy^ ou P est sur la courbe / 
du second ordre. 
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conques, A et A|, des ponctuelles 
projectives u et w,, prenons les 
centres S et Si de deux faisceaux de 
rayons, le premier S [abc] proje- 
tant la ponctuelle u ( ABC ), le second 
Si(aiè,c,) projetant la ponctuelle 
ai(AiBtCi). Ces faisceaux sont 
projectifs, comme projections de 
ponctuelles projectives. De plus, ils 
sont perspectifs, puisque les rayons 
correspondants a tla^ sont unis sur 
la droite de jonction de leurs cen- 
tres (45). Us sont donc des projec- 
tions de la ponctuelle u^ à laquelle 
appartiennent les points d'inter- 
section bb^ et rci. 

Pour trouver le point Di de i/,, 
correspondant à im point quelcon- 
que D de ic, coupons la droite DS 
ou d par «2 et projetons, du centre Si , 
au moyen du rayon </i, le point 
d'intersection du^ sur la droite u^. 
La projection d^ u^ est le point cher- 
ché Di. Le rayon DDi ou p appar- 
tient au faisceau K du second ordre. 



Les problèmes suivants se trouvent en même temps résolus : 



Trouver sur tout rayon de S ( ou 
de Sx) le second point d'intersection, 
différent de S [ou de S^), apec la 
courbe du second ordre. 



Mener par tout point de u [ou de 
«1 ) le second rayon, différent de u 
[ou de i<|), du faisceau du second 
ordre. 



En cherchant, de la manière qui vient d'être indiquée, 



ks deux rayons correspondants au 
rayon commun des faisceaux. 



les deux points correspondants 
au point d'intersection des ponc- 
tuelles, 



on résout les problèmes suivants : 

Construire, aux centres de deux 
faisceaux projectifs de rayons, les 



Construire, sur deux ponctuelles 
projectives, les points de contact du 



5. 
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tangentes à la courbe du second ordre 
engendrée par ces faisceaux. 



faisceau du second ordre engendxt 
par ces ponctu/dles. 



67. La construction qui conduit aux solutions précédentes 
Iburnit encore un résultat important : 

Menons, d'une part, à gauche, le rajon S| Ss ou m^ , qui est 
coupé par u au point M et par U| au point M|. Ce rayon a évidem- 
ment pour correspondant le rayon SM dans le faisceau S. Dès 
lors, si D| vient à coïncider avec M|, les points D et P coïncident 
en même temps avec M. Il s'ensuit que M est le second point d'in- 
Icrsection de la courbe A" et de la droite u. Pareillement, le second 
point d'intersection L| de la courbe h et de U| est situé sur la 
droite SS2. 

Il convient de rappeler que les droites u et U| , prises arbitrai- 
rement, ne sont assujetties à aucune condition autre que celle de 
se couper sur la courbe A . 

Joignons, d'autre part, à droite, le point d'intersection U| u^ ou 
Qi au centre S par la droite SQ|. Cette droite contient le point Q 
de M, qui correspond au point Qi de i/| ; SQi est donc un rayon du 
faisceau K du second ordre. Pareillement, le rayon S| R, qui pro- 
jette de S| le point d'intersection de u et de u^^ est un rayon de K. 

Les points S et S| ont d'ailleurs été arbitrairement choisis sur 
un rayon a du faisceau K. Le double problème suivant se trouve 
ainsi résolu : 



Une droite quelconque u coupant 
en un point donné A une courbe k 
du second ordre, trouver le second 
point d* intersection de la courbe et 
de la droite u. 



Un point quelconque S étant sur 
un rayon donné a d'un faisceau K 
du second ordre, tracer le second 
rayon tlu faisceau qui passe par le 
point S. 



V. — Théorèmes de Pascal et de Brianchon. 



G8. Déterminons, outre les cinq 
points S, Si, A, M, Li, un sixième 
point P de la courbe /-. Le point 
d'intersection Di de S, P et de «| et 
le point d'intersection D de SP et de 
u sont alors, par construction, situés 



Construisons , outre les cinq 
rayons 1/, «,, SS,, SQj, S, R, un 
sixième rayon DD^ du faisceau K. 
Les droites SD et Si Di, ou d et //,, 
se coupent alors, par construction, 
sur la droite Qi R ou u,. Mais les trois 
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droites concourantes d^ d^ et i/, sont 
les diagonales principales ou droites 
de jonction des sommets opposés de 
l'hexagone SS|RDDiQi. 



sur une droite passant par S,. Mais 
les trois points alignés D, D| et S^ 
sont les points d'intersection des côtés 
opposés de TheiiLagone SPSiMALi. 



Les propositions suivantes se trouvent ainsi démontrées : 



Théorème de Pascal (*). 

Dans tout hexagone simple, in- 
scrit à une courbe du second ordre, 
les points de concours des trois cou- 
ples de côtés opposés sont en ligne 
droite. 



Théorème de Beiakcbon. 

Dans tout hexagone simple, ayant 
pour côtés six rajrons d 'un faisceau 
du second ordre, les droites qui Joi- 
gnent les trois couples de sommets 
opposés concourent en un même point. 



(* ) Ce théorème célèbre, désigné sous le nom d'hexagramme mystique, est contenu 
dans l'Essai sur les coniques, opusc. de sept pages in-8**, que Pascal publia quand il 
aTait il peine seize ans. Le but de Pascal, en faisant cette publication, était de soumet- 
tre quelques-uns de ses théorèmes au jugement des géomètres avant de pousser plus 
loin, sur les bases du premier Essai, un travail grandiose qui devait porter le titre do 
Traité complet des coniques. Pascal écrivait lui-même : Conicorum opus completum, 
ci conica ^pollonii et alta innumera unica fere propositione amplectens ; quod qui^ 
dem nondum sex declmum œtatis annum assecutus excogitavi, et deinde in ordinem 
congessi {Œuvres de Pascal, t. IV, p. 4 10). Mais cet ouvrage ne nous est point par- 
venu. LsiBUiTZ a eu, pendant son séjour à Paris, le manuscrit de Pascal entre ses 
mains ; il nous fait connaître, par une lettre adressée à Périer, neveu de Pascal 
(Couvres de Pascal, t. V, p. 4^9-4^3), les titres des six parties ou traités dont 
l'ouvrage devait se composer. L'importance du sujet nous a paru justifier la repro- 
duction sommaire que nous faisons ici de ces titres. 

Celui de la première partie nous apprend que Pascal se servait des principes de la 
perspective pour engendrer les coniques par le cercle et déduire ainsi leurs propriétés 
de celles du cercle. Celte méthode, suivant Leid.mtz, était le fondement de tout 
l'ouvrage. La seconde partie roulait sur l'hezagramme mystique. Dans la troisième 
partie se trouvaient les applications de l'hexagramme, les propriétés des cordes et 
des diamètres coupés harmoniquement, et probablement, suivant l'opinion de Po!i- 
CKUT {Traité des propriétés projectiles, édit. i8î2, p. loi), les théorèmes qui con- 
stituent la théorie des pôles. La quatrième partie contenait ce qui a rapport aux 
segments déterminés sur des sécantes parallèles à deux droites fixes, et les pro- 
priétés des foyers. Dans la cinquième étaient résolus les problèmes ayant pour objet 
de décrire une conique qui satisfasse à cinq conditions : passer par des points et 
toucher des droites. Enfin, la sixième partie avait été intitulée, parLEiBMTZ, De loco 
solido. Quelques mots nous font supposer qu'il pouvait y être question du fameux 
problème de Pappus, Ad très aut quatuor lineas. 

Quelques fragments contenaient divers problèmes, parmi lesquels celui de restitu- 
tione et un autre, appelé magnum, qui était énoncé dans tes termes suivants : Dato 
puneto in sublimi et solido conico ex eo descripto, soiidum ita secare^ ul exhibent 
sectionem eonieam datœ similem. 

Lbii!Iitz terminait sa lettre précitée par le conseil de livrer le traité sur les coni- 
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69. Imaginons que, dans Thexagone SPS|MÂL| de Pascal 
{Jig- 23), tous les sommets restent fixeSyàrexceptîon du sommet A, 
et que celui-ci se meuve sur la courbe. En ce cas, L|A ou u^ 
pivote autour de L|, MA ou u autour de M, et les points D,Di se 
meuvent sur les droites fixes rf,(/|, de telle sorte que la droite DDi 
passe toujours par le point Sj. Le théorème de Pascal est \Tai pour 
tout hexagone ainsi constitué. D et Di décrivent par conséquent 
deux formes perspectives, d ei d^y qui sont des sections du faisceau 
Si de rayons, et, dans le même temps, u^ et u décrivent respective- 
ment, autour de Lf et de M, deux faisceaux rojectifs de rayons, 
qui sont les projections des ponctuelles perspectives d et d^. Nous 
pouvions donc concevoir la courbe h comme engendrée par les fais- 
ceaux projectifs de rayons L| et M, dont les centres sont deux 
points pris arbitrairement sur la courbe. 

Imaginons que, dans l'hexagone SS,RDDjQi de Brianchon 
{fig' ^4)f '^ous les côtés restent fixes, à l'exception de SSi, et que 
celui-ci se déplace sans jamais cesser d'être un rayon du faisceau 
K du second ordre. S, décrit alors une ponctuelle SjR ou rj et S 
une ponctuelle SQi ou q. Ces deux ponctuelles sont projectives, 
puisque le point d'intersection des diagonales principales SjD, et 
SD se meut, dans le même temps, sur la droite fixe Qj R et décrit 
une ponctuelle Mj, à laquelle g et /'j sont perspectives. Nous pou- 
vons donc concevoir le faisceau R du second ordre comme engen- 
dre par les ponctuelles projectives q etr^y dont les lieux sont deux 
rayons quelconques du faisceau. 



qucs à l'impression et même d'y procéder avec sollicitude. On ne sait pourquoi ce 
conseil n'a pas été suivi, ni comment le manuscrit du célèbre mathématicien a disparu, 
au grand détriment de la Science géométrique. ( Voir Cbasles, j4 perçu historique, etc. 
Bruxelles, 1837, p. 70-71. — Poncelet, Traité des propriétés projectives , etc. Paris, 
1823, n® 202. — Weissenborn, Die Projection in der Ebene, Berlin, 1862, Vorrede). 

Quant au théorème de Briaxchon, cet habile mathématicien l'a donné pour U 
première fois, comme conséquence de celui de Pascal, dans un écrit intitulé : ifr- 
moire sur les surfaces courbes du second degré {Journal de l'École Pol^techniquCf 
XIII* cahier, 1806, p. 397-311). Ccst le premier exemple qu'on ait d'un théorème 
déduit d'un autre par la simple considération des polaires réciproques. Dans son 
Mémoire sur les lignes du second ordre (Paris, 18 17, in-8®), le même auteur, s'ap- 
puyant sur le théorème de Desargues, que nous démontrerons plus loin, a résolu d'une 
manière très-simple les diverses questions relatives à la construction d'une conique 
déterminée par cinq conditions de passer par des points et de toucher des droites. 
(Voir Chasles, Rapport sur les progrès de la Géométrie, Paris, MDCCCLXX, p. 28.) 



SYSTEMES HARMONIQUES DANS LA COURBE ET DANS LE FAISCEAU, ETC. 7I 

Nous avons ainsi établi la généralité des théorèmes de Pascal 
et de Brianchon et nous avons, en même temps, donné une dé- 
monstration des propositions sommairement déduites au n" 65. 



VI. — Relation entre les conrbes et les faisceanz dn second ordre. 

70. De ce qui précède et des propriétés antérieurement éta- 
blies (64), il résulte que : 



Far tout point d*une courbe du 
second ordre passe une tangente à la 
courbe. 



Sur tout rayon d*un faisceau du 
second ordre est situé un point de 
contact du faisceau. 



Il suit de là que toute courbe du second ordre est eiweloppée 
par un système de tangentes et que tout faisceau de rayons du 
second ordre enveloppe un système de points de contact. 

Nous vérifierons par la suite (85 et suiv.) que ce système de tan- 
gentes et ce système de points de contact sont respectivement un 
faisceau de rayons et une courbe du second ordre. 



Vn. — Systèmes harmoniqaes dans la courbe et dans le faisceau 

de rayons du second ordre. 



71. Quatre points d'une courbe 
du second ordre sont dits harmo' 
niques, quand les rayons qui les 
projettent d'un point quelconque, 
et par conséquent d'un cinquième 
])oint quelconqne de la courbe, for- 
ment un faisceau harmonique. 



Quatre rayons d*un faisceau du 
second ordre sont dits harmoniques, 
quand ils sont coupés par une droite 
quelconque, et par conséquent par 
un cinquième rayon quelconque du 
faisceau, en quatre points harmo- 
niques. 



Étant donnés, par conséquent, trois points d'une courbe, ou 
trois rayons d'un faisceau du second ordre, on peut déterminer 
immédiatement et construire le quatrième harmonique, pourvu 
que Ton connaisse celui des trois éléments donnés dont ce dernier 
doit être séparé. 
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Vin. — Conditions ponr qne denx conrbes on denx âdsceanx de rayons 

dn second ordre coïncident. 



72. Deux courbes du second ordre 
coïncident quand elles ont en commun 
cinq points, ou quatre points et la 
tangente en l'un d\ux S, on trois 
points et les tangentes en deux de 
ces points^ S c^/ S| . 

Projetons tous les points des deux 
courbes, du j)oint commun S, au 
moyen d'un faisceau de rayons; ce 
faisceau est projectif à deux autres, 
qui projettent les deux courbes, du 
point commun S|. Mais ces derniers 
faisceaux sont identiques, puisqu'ils 
ont, dans tous les cas de Tenoncé, 
trois rayons unis, savoir : dans le 
premier cas, trois rayons allant aux 
trois points, autres que S et Sj, com- 
muns aux deux courbes; dans le se- 
cond cas (les deux courbes ayant 
une tangente commune en S), deux 
rayons allant à deux points com- 
muns et le rayon S| S; enfin, dans le 
troisième cas, qui est celui des tan- 
gentes communes en S et en Si, un 
rayon allant au troisième point com- 
mun, le rayon Si S et la tangente 
commune en Sj. Tout rayon de S 
projette donc un point commun aux 
deux courbes. 



Deux faisceaux de rayons da 
second ordre coïncident quand ils ont 
en commun cinq rajrons^ ou quotn 
rayons et le point de contact sar 
Vun d^eux u^ ou trois rayons et les 
points de contact sur deux d^entir 
euXf u et u^. 

Coupons tous les rayons des deux 
faisceaux, au moyen da rayon com- 
mun 1/, suivant une ponctuelle ; cette 
ponctuelle est projective à deu\ 
autres, suivant lesquelles les deux 
faisceaux sont coupés par le rayou 
commun if|. Mais ces dernières ponc- 
tuelles sont identiques, puisqu'elles 
ont, dans tous les cas de Ténoncé, 
trois points unis, savoir : dans le 
premier cas, trois points situés sur 
les trois rayons, autres que u et ir,. 
communs aux deux faisceaux ; [dans 
le second cas (les deux faisceaux 
ayant un point de contact commun 
en i/j, deux points situes sur deux 
rayons communs et le point uu^\ 
enfin, dans le troisième cas, qui est 
celui des points de contact communs 
sur u et sur i/j, un point sur le 
troisième rayon commun, le point 
uu^ et le point de contact commun 
sur u^. Par tout point de u passe 
donc un rayon commun aux deux 
faisceaux. 



De ce qui vient d'être établi, nous pouvons encore conclun' 
que : 



Une infinité de courbes du second 
ordre peuvent avoir en commun quattv 



Une infinité de rayons du second 
ordre peuvent avoir en commun quatre 
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points donnés, ou trois points donnés 
et la tangente en un de ces points, 
ou deux points donnés et les tan- 
génies en ces points; mais deux quel- 
conques de ces courbes coïncide- 
raient, si elles avaient encore un autre 
point commun ou une autre tangente 
commune. 



rayons donnés, ou trois rayons don- 
nés et le point de contact sur un de 
ces rayons y ou deux rayons et leurs 
points de contact; mais deux quelcon- 
ques de ces faisceaux coïncide- 
raient, s* il s avaient encoie un autre 
rayon commun ou un autre point de 
contact commun. 
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APPENDICE AU CHAPnRE VH. 

DO cœU GOMME B^SIILTAT DE TOIMBI nOnRITO ('] 



Génération dn cercle. — Propriété* qui en dériTont. 



73. On donne dans un ]>l.-ii 
'(irdants) de ruynns, ii{abc... 




lieux faisceaux égaux {pmjcclirs coa- 
■ . S,{a,b,r,...) {fig. 25). Les a^« 

(iM„ bbi, ce,, .... formés par les coaplu 
de rayons correspondants, étant <%auK entre 
eux, ces rayons se coupent sur un cercle qui 
jMssc par les points S et Sf La tangente an 
«cercle en S forme avec le rayon SSt un angle 
l'galùcclui desrayonscorrespondants; niais 
le rayon S, S du second Taisceau doit former 
le même angle avec le rayon corresponiUnl 
du j)iTmier; donc la tangente en S estpré- 
i^isemcnt le rayon ry du premier faisceau, dont le corre^tondant qi dans le 
second est la droite S] S. 

Si nous supp<isi>ns maintenant qu'un point quelconque, par exemple 
A(ffRi), se meuve sur la courbe, les rayons mobiles a et a^ engendreront 
les deux faisceaux. Quiiiid A sera très-voisin de S, le rayon o, difT^rera très- 
|K'U en ])osition de ç, et le rayon a très-peu ds q, c'est-à-dire de la tan- 
{;cnte en S. Ce ré.sullat concorde avec la ili-lînition qui jirésente la tangente 
en S comme la draitc de jimction du point S au point de la circonférence 
iiiGtiimcnt voisin. F.ireillement, au rayon p de S corresjMindra, dans Si. le 
rayon /)) qui touche le ccivlc en Sj. 

7&. Rériproqucmcnl, si de deux [ioint.s quelconques S, Si d'un cercle nn 



('} Voir en particalirr ; Stiiner, Sj-Uemaliiche Eatwickelung, etc.. Berlin, iS3]. 
p. i34-i3-. — CnÀiLEi, Traiiê dt Géométrie lupérlean, P«rî», i8Si, p. .^65-467,- 
StEim, P'orltmngrit ûbrr irntheiiiche Gtomeirif, It. Theil, Leipifg, 1867, p. 107-110- 
— CuMDin, Bli-nenti di Gtomrtria projetliva, ToriDO, 1S73, p. 70-73. 
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projette autant de points que l'on veut, A, B, C, . . . , du même cercle, au 
moyen des rayons projetants a, by c, ... et «rj, ^j, C|, . . . , ces rayons 
forment entre eux des angles égciux, reposant deux à deux sur le même arc, 

c est-a-dire qu on a ab ~- cfj ^,, ac z=^ «iCj, bc z=- b^cy^ .... Les faisceaux 
qui en résultent sont donc égaux (58) et par conséquent projectifs (59). 

Le rayon qui projette de S le même point S, ou plus exactement le point 
du ceixie infiniment voisin, est la tangente en S ; d'où il suit que, dans les 
faisceaux projectifs S(a^c . . .), Si (ai^iq . . .], la tangente en S est le 
rayon du premier faisceau qui correspond au rayon Si S du second. 

75. On peut étudier pareillement, au moyen de deux ponctuelles pro- 
jcctives, la génération du faisceau de rayons du second ordre enveloppant 
un cercle, c'est-à-dire du système des tangentes au cercle. 

Prenons deux tangentes au cercle, u et u^ (fig» 26), comme lieux de deux 
ponctuelles, et attribuons à leur point d'in- 
tersection Li double notation PQ|. Soient Pi *^' ^ 
et Q les points de contact des deux Uin- 
gentes; A et B leurs points d'intersection 
avec une troisième tangente quelconque if,. 
On reconnaît facilement la propriété pro- 
jective des ponctuelles parcourues par A et 
B en cherchant les points D, £, qui corres- 
pondent aux points h Tinfini (54), c'est-à- __ 
dire en déterminant les intersections de u et 
de «i avec les tangentes menées parallèle- 
ment aux lieux de ces ponctuelles. D'après une propriété connue du cercle, 
qu'on retrouvera d'ailleurs plus loin (132), le parallélogramme ainsi formé 
par quatre tangentes est un losange dont les diagonales se coupent à angle 

^-"-^ '-"^"^ 
droit au centre du cercle. Les angles PDG, QiEC sont donc égaux, et il en 

est de même des angles supplémcntiires ADC, CEB. Les angles en A, B et 
V ayant d'ailleurs respectivement pour bissectrices les rayons CA, CB, CP, 
et la somme des angles du triangle étant égale à 180 degrés, la somme des 




moitiés de ces angles est égale à 90 degrés et l'angle PDG est égal à la somme 
(les demi-angles en A et B. Conséquemment 



ADC :rr ACB — CKB, 



^t les trois triangles ADC, ACB, CEB sont équiangles et semblables. La 
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proportionnalité des côtés de ADG et de CEB fournit donc la relation 

« 

AD_CE 
DC "~ ËB 
ou 

DA.EB = CD.CE. 

De la propriété du rectangle constant DA.EB on déduit (54) que les poor- 
tuelles décrites par A et B sont projectives. On voit d'ailleurs immédia- 
tement que les triangles DCQ, EQiC sont semblables, ce qui fournit lu 
relation 

DC __ EQ, 
DQ— EC 
ou 

DQ.EQi r- CD. CE. 

Le point de conUict Q a donc pour correspondant le point d'intersectioa 
Qi des d(Hi\ lieux, et le point P a de même pour correspondant le point Pj. 

Considérons maintenant la question inverse, qui consiste à déterminer 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux ponctuelles projec- 
tives engendrent le faisceau du second ordre enveloppant un cercle, c'est- 
à-dire le système des tangentes à un cercle. 

On doit avoir tout d'abord dans le cercle 

d'où il suit que les deux points P et Qi, extrémités de deux segments cor- 
respondants égaux, doivent se trouver réunis à Tintersection des deux 
ponctuelles. On a vu d'ailleurs [^k) que deux ponctuelles projectives quel- 
conques contiennent deux systèmes de segments composés chacun d'une 
infinité de couples de segments correspondants égaux, et que les couples 
de Tun des systèmes comprennent les points D et £, tandis que ces points 
restent en dehors des couples de l'autre système. On choisira, pour la géné- 
ration du cercle, l'un quelconque des couples de segments de la seconde 
espèce. 

L'angle formé par les lieux des ponctuelles génératrices est d'ailleurs 
déterminé. En effet, si nous le désignons par f, nous aurons 

PD sin ^ =r DC, 

?. 

QjEsin * ~ EC, 

2 



» • 
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/ / 



d'où 



PD.QiE sin' - — DC.EC =r DA.EB = DP.EP,; 

2 



et puisque 
nous aurons 



EP, = DQ, 

,? DQ 
2 EQi 



L'angle forme par les deux ponctuelles est ainsi exprimé en fonction des 
données de la relation projective. Mais cette relation fournit deux valeurs 
de l'angle f . Dès lors, si Ton maintient fixe le point d'intersection et si 
Ton fait varier la direction des lieux, les ponctuelles engendreront deux fois 
un cercle. Nous concluons en disant que : 

Deux ponctuelles projeciiues quelconques peuvent toujours être disposées 
fie façon à engendrer un cercle. 

Il £iut pour cela choisir sur les deux ponctuelles un couple de segments 
correspondants égaux, appartenant au système des segments qui ne con- 
tiennent pas les points D et E (5&'), joindre deux extrémités non corres- 
pondantes des segments choisis à l'intersection des deux lieux, et déterminer 
l'inclinaison de ces lieux, de telle sorte que le carré de la demi-distance 
des points D et E soit ^al au rectangle constant que nous avons désigné 
sous le nom de puissance de la relation projectit^e, 

La première partie de la même question, étudiée sous un autre point de 
▼ue, |)eut conduire à de nouvelles conséquences. 

Si u et Ui {fig, 27) sont deux tangentes fixes d'un cercle de centre C 
(c'est-à-dire deux rayons du faisceau du second 
ordre enveloppant le cercle), ii, étant une tangente 
variable qui rencontre les tangentes fixes aux 
points A et B, Tangle ACB est conslant. Si l'on 
désigne, en efiet, par Q, Pi, T les points de con- 
tact, on a 

y^ y^ >^\ 
ACB = ACT -f- TCB 

= ^ QCT -f- i TCPi = I QCPi. 

Quand la droite Uf se meut entre les deux tan- 
gentes K et ii|, les rayons CA, CB engendrent deux faisceaux projectifs (60) ; 
le$ points A, B engendrent donc deux ponctuelles projectives. 

L angle ACB étant, comme on vient de le démontrer, égal à ~ QCPi, égal 



Fig. 37. 
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par conséquent à QCQi et à PCPi, il s'ensuit que les points Q et Q„ P et P, 
sont correspondants dans les deux ponctuelles projectives, c'est-à-dire qu'à 
un point commun des ponctuelles correspondent les points de contact dti 
tangentes fixes. 

Si nous imaginons maintenant que la t'ingente se mette en mouvement 
autour du cercle, les points A et B engendreront sur u et //| deux ponc- 
tuelles projectives; lorsque «, s'approchera de u jusqu'à coïncider avec 
cette droite, le point B ira s'approchant de plus en plus de Qi jusqu'à rr>lo- 
cider avec ce point ; le jxiint A viendra de même coïncider avec le point 
correspondant de Qi, c'est-à-dire avec le point de contact de m. On est ainsi 
conduit à considérer le point de contact d'une tangente comme son point 
d'intersection avec la tangente infiniment voisine. 



76. Si quatre points A, B, C, D 
d'un cercle sont projetés d'un cin- 
quième jjoint S par quatre rayons 
harmoniques, les rayons qui pro- 
jettent les points A, B, C, D de 
tout autre point du cercle forment 
aussi un système harmonique. Le 
système constitué par la tangente en 
A et par les cordes AB, AC, AD est 
donc harmonique. On dit, en ce cas, 
que les quatre points A, B, C, D 
sont harmoniques. 



Si quatre tangentes a, ^, r, </ à un 
cercle sont coui)ëes par une cinquième 
tangente u en quatre points barmo- 
niques, les intersections de a, h, c. 
dy avec toute autre tangente au cer- 
cle forment aussi un système harmo- 
nique. Le système constitué par le 
point de contact de a et par les 
points d'intersection ab, acj ad est 
donc harmonique. On dit, en ce cas, 
que les quatre tangentes o, b^ c, d 
sont harmoniques. 



77. Soient A, B, C, . . . , X autant de points du cercle qu'on voudra et 
a, b, c, . . ., X les tangentes en ces points. Les rayons qui projettent du 
centre du cercle les points Aj, Bj, Ci, ... d'intersection de .r avec a, ^, r, ... 
sont respectivement perpendiculaires aux cordes XA, XB, XC, ... et for- 
ment par conséquent (60) un faisceau égal à celui qui projette de X les 
points A, B, C, .... U en résulte que ce dernier faisce«iu et la ponctueUe 
formée sur x par les points d'intersection sont projectifs; en d'autres 
termes : 

La ponctuelle déterminée par plusieurs tangentes au cercle sur l'une 
d'elles est projective au faisceau des rayons qui projettent, d'un point quel- 
conque du même cercle, les points de contact de ces tangentes. 

Il suit de là que : Si quatre points d'un cercle sont harmoniques, les 
tangentes en ces points sont aussi harmoniques, et réciproquement. 
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CHAPITRE VIIÏ. 

COHSÉauraCES ses théorèmes se pascal et se BBIANGHOir ( 



1 \ 

I • 



Maclacrin', De linearum geometricarum proprietatibus generalibus. Londini, 1748»- 
S 36-44- — Cabsot, Géométrie de position, Paris, i8o3, p. 4^3-456. — Poncelet, 
Traité des propriétés projectives, etc. Paris, 1823, n* 209. — Chasles, Aperçu liis^ 
torique, etc. Bruxelles, 1887, NoteXXXII. — CnASLES, Traité des sections coniques ^ 
V^ Partie. Paris, i865, p. 89. — Rete, Die Géométrie der Loge. Hannover, 1866, 
p. 65-74* — Steiîcer, Vorlesungen iiber synthetische Géométrie, II Tlicil. Leipzig,. 
1867, p, 1 28-137. — FiEDLER, Die darsteîlende Géométrie, etc. Leipzig, 187 1, § 27- 
38. — Hamkel, Die Elemente der projectivischen Géométrie, etc. Leipzig, 1875,. 
VI Abschn., § 5-9. 

I. — Conception de la tangente et du point de contact. 

78. Nous avons appelé tangente à la courbe du second ordre en 
un point Si {fig' 21) une droite pi qui n'a que le point Sj commun 
avec la courbe, et nous avons trouvé qu'il n'existe qu'une seule 
tangente pour chaque point de la courbe (64). 



(*) La fécondité de Vhexagramme mjstique est telle que Pascal a pu faire de cetlo^ 
propriété la base du Traité complet sur les coniques, dont nous avons précédem- 
ment parlé. Pascal, suivant le rapport du P. Mersenke, a ainsi déduit quatre cents 
corollaires d'un seul principe : « Unica propositione universalissima, 400 corollariis 
« armaia^ integrum Apollonium complexus est. 9 (De mensuris, ponderibuSy etc.,. 

i644). 

Il est à remarquer que chacun des corollaires principaux exprimait une propriété 
déterminée de six points situés sur une conique. On comprend dès lors que Pascal 
ait pu déduire ces corollaires de Yhexagramme mystique, qui est lui-môme une 
propriété générale de six points. Chacun des corollaires principaux se présentait 
d'ailleurs sous une forme distincte et servait de point de départ pour la déduction 
de toute une classe de propriétés des coniques. Cet art éminemment utile de déduire 
d'un seul principe un très-grand nombre de vérités constitue la supériorité de no» 
méthodes sur celles des géomètres anciens. 

11 résulte de la courte Notice précédemment consacrée à l'hexagramme mystique 
(p. 6g), que depuis i64o jusqu'à 1806, c'est-à-dire depuis l'époque où le célèbre- 
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Tout autre rayon a^ passant par S| rencontre donc la courbe en 
un second point A. Quand on fait pivoter le rayon a^ autour deSi, 
le point A décrit la courbe, et il s^approclie inCniment du point S| 
lorsque le rayon ai s'approche infiniment de la tangente pf. La 
tangente rcprésenle donc la position limite de la droite qui joint 



théorème a été découTert jusqu'à Hrianchon, aucun géomètre n'a cherché à profiter 
d'une propriété si féconde. Dans le siècle présent, au contraire, un grand nombre d« 
(géomètres éminents se sont occupés du théorème de Pascal. Il nous parait utile de 
signaler ici quelques-unes de leurs principales recherches. 

L'attention des savants a été d'abord attirée sur ce sujet par Steixbm (Théorèmes tv 
V hexagrammum mrsticum, dans les Annales de Mathématiques pures et appUqtùn 
de Gbigonjce, t. XVIII, 1827-28, p. 339. — Théorèmes sur l'hexagrammum mrsticam, 
dans le Journal fur die reine und angewemdte MathematiA. Herausgegeben Ton A.-L. 
Crelle. Band 24, erstes Heft, p. 4o. — Sjrstematische EntwickeUutg, etc. Berlin, i833, 
pag. 3ii-3i2). Stei!«er a démontré que, six points d'une conique pourant donner lies 
à soixante hexagones distincts, les soixante droites de Pascal correspondantes m 
coupent trois à trois en vingt points G, appelés points de SrEiiiEa. Il a cm de plus 
que ces vingt points étaient distribués quatre à quatre sur cinq droites concourantes. 

Plûcrer a signalé l'inexactitude de cette dernière conclusion et affirmé que les vingt 
points G sont situés quatre à quatre sur quinze droites ( Ueber ein neues Prineip dtr 
Géométrie und den Gebrauch allgemeiner Symbole und unbestûnmter CoëJ/ieienteUt 
dans le Journal de A.-L. Crelle, t. Y, i83o, pag. 275). 

Hesse a repris ces recherches et trouvé que les vingt points de Steixbr sont conju- 
gués deux à deux par rapport à la conique fondamentale des six points. Il a fait voir 
<|ue la figure de Steiner est identique à celle que forment trois triangles, perspectifs 
deux ïk deux par rapport à un même centre. Les neuf côtés des trois triangles, les 
trois droites qui concourent au centre commun et les trois droites de perspective 
rcpn'^sentont les quinze droites des vingt points G ( Ueber dos geradlinige Sechseck 
nuf dem Hyperboloid^ dans le Journal de A.-L. Crelle, t. XIV, i8ij2, p. 4o. — Einige 
Benierknngen zum Pascal'schen Theorem^ dans le Journal de A.-L. Crelle, t. XLl, 
i83f, p. 26g). 

Caylet a repris la figure de Stei:<er et s'est préoccupe surtout de représenter les 
droites par des notations abrégées {^Sur quelques théorèmes de la Géométrie de 
position, dan^ \e Journal de A.-L. Crelle, t. XXXI, iSJô, p. 216, et t. XXXIV, 18^7, 
p. 272). 

Grossma!!!! ( Ueber eine neue Eigenschaft der Steinerschen Gegenpunkte des Pas- 
caVschen Sechsechs, dans leyor/r/fa/deA.-L. Crelle, t. LVIII, 1861, p. 174-179) et Stacdt 
{Ueber die Steinerschen Gegenpunkte f welche durch zwei in eine Curve zweiter Ordnung^ 
beschriebene Dreiecke bestimmt sindy dans le Journal de A.-L. Crrlle, t. LXII, i863, 
p. 1 42-16 1) se sont aussi occupés des vingt points de Steihkr, en partant l'un et 
l'autre de la considération de deux triangles inscrits dans la conique. 

KiRKMAïf a démontré que les soixante droites de Pascal, fournies par les soixante 
hexagones, non-seulement se coupent trois à trois aux vingt points G, mais se ren- 
contrent encore trois à trois en soixante autres points, qu'on a nommés points de 
KiRRMAN. 11 a démontré en outre que ces soixante points sont alignés deux à deux sur 
quatre-vingt-dix droites, qui concourent respectivement avec deux des quinze droites 
fournies par les six points de la conique fondamentale ( On the complète hexagon 
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deux points de la courbe se rapprochant infiniment Tun de Tautre. 
Une définition aussi générale est applicable, non-seulement aux 
courbes du second ordre, mais à des courbes quelconques. 

Le point Pi [fig* aa), par lequel passe un seul rayon Mj d'un 
faisceau K du second ordre, a reçu le nom de point de contact du 
faisceau sur le rayon U| . On a vu que chaque rayon du faisceau K 
contient un seul point de contact (64), tandis qu'un second 
rayon a du faisceau passe encore par tout autre point Âi de U] . 
Quand on fait mouvoir Aj sur i/|, a parcourt le faisceau K et s'ap- 
proche infiniment du rayon ii| quand Â] devient infiniment voisin 
du point Pi . Le point de contact sur le faisceau de rayons repré- 
sente donc la position limite du point d'intersection de deux rayons 
du faisceau qui vont se rapprochant infiniment l'un de l'autre. 

Cela posé, si dans l'hexagone inscrit à une courbe du second 
ordre deux sommets quelconques se rapprochent infiniment l'un 
de l'autre, le côté qui les joint se trouvera remplacé par une 
tangente à la courbe. Et si, dans un hexagone dont les côtés sont 



iiucribed in a conie section, dans le Cambridge and Dublin matkematical Journal, 
t. V, i85o, p. i85). 

Salmon et Catlbt ont établi en même temps que les soiiante points de Kirkman re- 
posent trois à trois sur vingt droites ( Sur quelques théorèmes de la Géométrie de 
position, dans le Journal de A.-L. Crellb, t. XLI, i85i, p. 66 et 8/|). — Salmox a dé- 
montré ensuite que ces vingt droites concourent quatre à quatre en quinze points, 
appelés points de Salmo:!, et que chacune d'elles passe par un seul point de Steiker 
{^A Treatise on conte sections, fifth éd., London, 1869, p. 234i 368, 289, 307, 36o, Sôa). 

Dans un autre travail très-important [jénal/tische Géométrie der Ebene, Bemerkung 
(Journal de k.-L, Ceblle, t. LXVIII, 1868, p. 193)], Hbsse a signalé une certaine cor- 
respondance de réciprocité entre les soixante droites de Pascal et les soixante points 
deKiEKMAii; entre les vingt points de Steiner et les vingt droites indiquées parSALMON 
et Catlbt ; entre les quinze droites de Plûceer et les quinze points de Salmon ; mais il 
n'est pas arrivé à établir cette correspondance d'une manière complète. 

Il convient de citer encore, à ce dernier point de vue, les travaux de Baur ( Ueber 
dos Pascatseke Theorem, dans les Abhandlungen der k, bayer, Akademie der ff'issen^ 
schaften, II Cl., t. III, 1874) et les recherches de Veeonesb {Nuovi teoremi suit hexa^ 
grammum mjrsticum, dans les Memorie délia classe di Scienze fisicke, matematiche e 
naturali délia Reale Accademia deiLincei, anno CCLXXI V (i 876-77), vol. I, Roma, 1 877). 

Voir aussi : Chaslbs, Aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 7a et Note XIII. 
— WeissbnboR!*» Die Projection in der Ebene, Berlin, 1862, Vorrede, p. XI. — G. Sal- 
MOS, Traité de Géométrie analytique {sections coniques), traduit par H. Resal et V.Vau- 
chbxbt. Paris, Gauthier-Villars, 1870, p. 34o, 53o. — Quarterljr journal of pure and 
applied âiathematics, t. IX, p. 3/|8. — Cbemoxa, Teoremi stereome triai dai quali si de~ 
dueono le proprietà dell'esagrammo di Pascal, dans les Atti délia JR. Accademia dei 
Uneei, Roma, 1877. 
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des rayons d^un faisceau de second ordre, deux côtés voisins se 
rapprochent infiniment Fun de Tautre, le sommet sur lequel ils 
se coupent se trouvera remplacé par un point de contact du fais- 
ceau. 

Suivant que un, deux ou trois couples d^éléments voisins coïn- 
cident, rhexagone se transforme en un pentagone, en un quadrangle 
ou en un triangle. 



II. — Modification des théorèmes ponr le pentagone, le quadrangle 

et le triangle. Problèmes. 

79. Pour le pentagone, les théorèmes de Pascal et de Brianchon 
s^énoncent ainsi : 



Dans tout pentagone inscrit à une 
courbe du second ordre, les points 
d'intersection de deux couples de c6' 
tés non consécutifs et le point d'inter^ 
section du cinquième côté et de la 
tangente au sommet opposé sont trois 
points situés sur une même droite. 



Dans tout pentagone dont Us 
côtés sont des rayons d'un faisceau, 
du second ordre, les diagonales qui 
joignent deux couples de sommets 
non consécutifs et la droite qui Joint 
le cinquième sommet au point de 
contact du côté opposé sont trois 
droites qui se coupent en un même 
point. 



Cette double proposition permet de résoudre les problèmes 



suivants : 

Étant donnés cinq points quel- 
conques d'une courbe du second 
ordre, construire les tangentes en ces 
points en ne faisant usage que de la 
règle. 



Étant donnés cinq rayons quel- 
conques d'un faisceau du second 
ordre, construire les points de contact 
sur ces rayons en ne faisant usage 
que {le la règle. 



80. Le quadrangle fournit les énoncés suivants : 



Dans tout quadrangle inscrit à 
une courbe du second ordre, les points 
d'intersection des côtés opposés et les 
points de rencontre des tangentes 
menées par les sommets opposés sont 
quatre points en ligne droite. 



Dans tout quadrilatère formé de 
rayons d'un faisceau du second 
ordre, les diagonales et les droites 
qui joignent les points de contact des 
côtés opposés sont quatre droites con- 
courant en un même point. 



APPLICATION DES THÉORÈMES A LA DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS, ETC. 83 

81 . On a enfin pour le triangle : 



Dans tout triangle inscrit à une 
courbe du second ordre, les points 
d'intersection des côtés avec les tan- 
gentes aux sommets respectivement 
opposés sont en ligne droite. 



Dans tout triangle formé de 
rayons d'un faisceau du second 
ordre y les droites qui joignent tes 
sommets au,x: points de contact des 
côtés respectivement opposés con- 
courent en un même point. 



82. Les propositions précédentes (79, 80, 81), qu'on peut con- 
sidérer comme des corollaires des théorèmes de Pascal et de 
Brianchon^ servent à résoudre les problèmes suivants : 



Étant donnés, dans un plan, cinq 
points d'une courbe du second ordre, 
ou quatre points et la tangente en 
l'un de ces points, ou trois points et 
les tangentes en deux de ces points, 
construire la courbe. 



Étant donnés, dans un plan, cinq 
rayons d*un faisceau du second 
ordre, ou quatre rayons et le point 
de contact sur l'un d'eux, ou trois 
rayons et les points de contact sur 
deux d'entre eux, construire le fais- 
ceau. 



m. — Application des théorèmes à la détermination des éléments cor- 
respondants dans les formes projectives simples. 



83. On peut encore démontrer les théorèmes des n°* 79, 80 et 81 
directement, sans recourir à Thexagone. 

Nous donnerons, à titre d'exemple, la démonstration directe pour 
le quadrangle. 

Deux faisceaux projectifs de rayons S et S| {fig- 23) étant 
donnés, nous avons facilement déterminé le rayon du second, qui 
correspond à tout rayon du premier, en construisant un troisième 
faisceau de rayons S|, perspectif à chacun des deux autres. 

Nous rappelons qu'à cet effet (66) les faisceaux S et Si ont été 
respectivement coupés suivant les ponctuelles u et ?£i, au moyen 
de deux droites qu'on a fait passer par le point d'intersection A 
de deux rayons correspondants a et ai . Ces ponctuelles étant per- 
spectives, le faisceau S,, dont elles étaient des sections, repré- 
sentait le faisceau cherché. 

6. 
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Ces conclusions subsistent encore si u {fig- a8} coïncide avec a , 
et i/, avec a, de telle sorte que les couples de points in, et i,a 
(B et Bi), ca, et Cya (C et Ci), etc., où deux rayons correspondant 
a et «, sont mutuellement coupés par Jeux autres quelconques A, 
^.^ ^^ et h ou C( et c, se trouvent en ligne droite 

avec un point lixe S^. Si nous faisons 
alors passer par S^ une droite quelconque 
DD,, qui coupe les rayons «, et a respec- 
tivement en D et D,, SD et S,D, seront 
des rayons correspondants des faisceaui 
S et S,, Faisons maintenant coïncider D, 
avec S ; SD devient le rayon SS, ou y de 
S, auquel correspond, dans S,, le rayon 
S,S ou y, qui joint les centres des fais- 
ceaux S et S|. La droite SS^ est donc une 
tangente à ta courbe du second ordre en- 
gendrée par S et S,, Il en est de même 
de S,S| ou pf II suit de là que le point 
fixe St est le point d'intersection des deux 
tangentes tj et />, en S et S,, c'est-à-dire des deux rayons qui cor- 
respondent, dans chacun des deux faisceaux S et S,, au rayon 
commun SS,. On parviendra donc toujours au même point Sj, soit 
que l'on fasse coïncider les droites u, et it respectivement avec les 
rayons a et «,, soit qu'on mette ces droites en coïncidence avec 
tout autre couple [b el b, ou c et c,) de rayons correspondants; 
par conséquent, toute droite joignant deux points {ftc, et i,c) où 
se coupent mutuellement deux couples quelconques (bbf et CC|) 
de rayons correspondants passe par le point S,. 

Deux ponctuelles projectives u et «j {Jig. 24) étant données, 
nous avons facilement déterminé, pour chaque point de l'une, le 
point correspondant de l'autre (66) en construisant une troisième 
ponctnelle o,, perspective à chacune des deux premières. 

Nous avons projeté respectivement u et »,, au moyen des fais- 
ceaux S et S,, dont les centres étaient pris sur la droite a de jonc- 
tion de deux points correspondants quelconques, A et A,, des 
ponctuelles données. Ces faisceaux étant projectifs, la ponctuelle 
Ut, dont ils étaient des projections, résolvait le problème. 

Faisons maintenant coïncider S avec A, (Jig- ag) et S, 
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avec A; i/j vient passer par les points de u et de u^ qui cor- 
respondent au point d'intersection uu,- Deux points correspon- 
dants quelconques, D et D, , sont projetés, de A, et de A, par 
deux rayons, AjD et ADi, qui se coupent 
sons ensuite coïncider D avec uu, 
ou Qi, de telle sorte que m, vienne 
passer par l'un (et par conséquent 
aussi par l'autre) des deux points 
P, et Q , qui correspondent au 
point d'intersection PQ, de u et 
de U|. Il est évident que le point 
d'intersection D, des rajons A,D 
et AD, coïncidera alors avec le 
point iiiUi ou P,. En d'autres 
termes, u, est la droite de jonction 
des points de contact, sur u et u,, 
du faisceau de rayons du second 

ordre engendré par ces deux ponctuelles. On parviendra donc toit- 
jours à la même droite u,, soit que l'on fasse coïncider les centres 
Sj et S respcclivcmenl avec les points A et A,, soit que l'on mette 
CCS points en coïncidence avec tout autre couple (B et B, ou C et 
C, ) de points correspondants; par conséquent, tout point d'inter- 
section de deux rayons (BC, et B, C), au moyen desquels deux cou- 
ples quelconques (B, Bi et C,C, ) de points correspondants sont 
mutuellement projetés, est situé sur la droite u,. 




Les résultats q 



d'obtenir 



peu' 



ni élrc formulés 



en deux propositions de la manière suivante : 



Les deux points ab, et a, b, où se 
coupent mutaellement deux couples 
quelconques, a, a, et b,b,, de rayons 
rnrrespomlants desfaiscea ux projec- 
tifsS «S,, et le points,, où se eou- 
/lent les deux rayons qui corres- 
pondent au rayon commun SS[ des 
deux faisceaux, sont trois points 
situés sur une même droite. 



Les dcuj- droites ABi et A, B par 
lesquelles sont mutuellement projetés 
deuj: couples quelconques, A,A| 1/ 
B,Bi, de points correspondants des 
ponctuelles projectives u et h, et la 
droite u,, qui Joint les deux points 
correspondant an point commun b«, 
des deux ponctuelles, sont trois 
droites qui se coupent au même 
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Il est aisé de voir que : 

Dans la courbe du second ordre 
engendrée par les faisceaux S et S|, 
les points S, aa^, S| et bbi forment 
un quadrangle inscrit dont a et &j, 
4ii et b sont les côtés opposés, S, 
étant le point de concours des deux 
tangentes qui touchent la courbe 
aux sommets opposés S et Si . 



Dans le faisceau de rayons du se- 
cond ordre engendré par les ponc- 
tuelles u et «j, les rayons a, AAi, 
1^1 et BBi forment un quadrilatère 
circonscrit dont A et Bi, A| et B 
sont les sommets opposés, «, étant 
la droite qui joint les points de con- 
tact du faisceau de second ordre 
situés sur les côtés opposés u et if|. 



84. Les précédentes propositions se prélent à la détermination 
facile de Télément qui, dans Tune des deux formes fondamentales 
simples projectives, correspond à un élément quelconque de l'autre 
forme. En effet, si Ton donne, par exemple, trois couples de 
points correspondants dans deux ponctuelles projectives u et u, 
{Jig» 29), on peut construire immédiatement la ponctuelle u^ qui 
permet de trouver très-simplement, pour tout point de i/, le point 
correspondant de U|. 



IV. — Relations entre la conrbe et le faisceau du second ordre. 

85. Les propositions précédentes, relatives au quadrangle et au 
quadrilatère, dans la courbe et dans le faisceau de rayons du second 
ordre, peuvent être énoncées plus généralement dans la forme 
suivante : 



Quatre points K, L, M, N d'une 
courbe de second ordre formant un 
quadrangle complet, et les tangentes 
Âf l, m, n en ces points formant un 
quadrilatère complet, les sommets 
opposés du quadrilatère sont situés 
deux à deux sur les trois droites qui 
Joignent deux à deuar les trois points 
X, Y, Z où se coupent entre eux les 
côtés opposés du quadrangle. 



Quatre rayons k, l, m, n d'un 
faisceau du second ordre formant un 
quadrilatère complet j et les points de 
contact K, L, M, N de ces rayons 
formant un quadrangle complet, les 
côtés opposés du quadrangle passent 
deux à deux par les points X, Y, Z 
où se coupent deux à deux les trois 
droites qui joignent entre eux les 
sommets opposés du quadrilatère. 



Nous sommes autorisés à généraliser ainsi les propositions 
établies plus haut (83), parce que ces propositions s'appliquent 
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respectivement à chacun des trois quadrangles ou quadrilatères 
contenus dans le quadrangle ou dans le quadrilatère complet. 

86. Les deux propositions précédentes expriment que le 
triangle dont les côtés joignent deux à deux les sommets opposés 
du quadrilatère est identique au triangle sur les sommets duquel 
se coupent deux à deux les côtés opposés du quadrangle. Si Ton se 
donnait un quadrangle KLMN inscrit dans cette condition à un 
quadrilatère klmn, on serait en état de construire, tout ensemble, 
une courbe du second ordre qui toucherait les droites k, /, m, n 
aux points K, L, M, N, et un faisceau de rayons du second ordre 
dans lequel K, L, M, N seraient les points de contact sur les. 
rayons A", /, m, n. En effet, d'après notre proposition, la courbe du 
second ordre qui passe aux points K, L, M, N et qui touche en 
K la droite k a aussi pour tangentes les droites /, m, n; et le fais- 
ceau du second ordre qui contient les rayons k, l, m, n et qui a 
sur k le point de contact K a aussi pour points de contact les 
points L, M, N. Donc : 

Quatre tangentes à une courbe du second ordre, avec' leurs 
quatre points de contact, peu\^ùnt toujours être considérées comme 
quatre rayons d'un faisceau du second ordre, avec leurs quatre 
points de contact, 

87. Une courbe du second ordre qui passe par trois points de 
contact K, L, M d'un faisceau du second ordre et qui a pour tan- 
gentes en deux de ces points, K et L, les rayons correspondants 
k et /, passe par conséquent par tout quatrième point N de contact 
du faisceau et a pour tangente le rayon n correspondant à ce 
point. 

Réciproquement, un faisceau du second ordre contient toutes 
les tangentes à une courbe du second ordre, pourvu qu'il en con- 
tienne trois et que les points de contact de deux d'entre elles soient 
situés sur la courbe. 

On a donc les relations suivantes entre les courbes et les fais- 
ceaux du second ordre ; 



Toutes les tangentes à une courbe 
du second ordre forment un faisceau 
de rayons du second ordre. 



Tous les points de contact d'un 
faisceau de rayons du second ordte 
forment une courbe du second ordre. 



FiB. 3q. 
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88. Cette double proposition peut encore être démontrée de la 
manière suivante I 

Des quatre sommets K, L, M, N [fig. 3o) du quadrangle inscrit 

dans la courbe du second ordre nous 

supposons que l'un, K, se meut sur la 

^ Y U' courbe, pendant que les trois autres, et 

\ V^^ 1 ,''/! les tangentes /, m, n qui leur corres- 

A ^ ^^'vJ''^ i pondent, restent fixes dans leurs posi- 

\f /\l /Îk\?^- tîons. La tangente h du point K. obéit 

^;:Jk?.' -— — /■ im/^Î *" mouvement de ce point sur la courbe ; 

' V. 7^>M\ I les points d'intersection E, A de /" avec 

\"~7'^ \ \1 '"f . l^s tangenles n et l se meuvent aussi el 

\ // " 1 \ [ décrivent respectivement sur ces lan- 

/\_^~ ^ ' gentes deux ponctuelles projectives, 

pendant que la tangente k décrit un 
faisceau de rayons du second ordre. Les deux diagonales El) et AD 
du quadrilatère klmn se coupent, en effet, constamment en un 
point variable Y de la droite fixe LN; elles décrivent donc dcu\ 
faisceaux perspectifs de rayons autour des sommets fixes D,D, et 
les ponctuelles n, l, décrites par les points E cl A, sont des sec- 
tions de CCS faisceaux- 

On démontrerait la seconde proposition de la mèrae manière. 

La droite MK passe aussi par le point Y ; elle décrit donc autour 

du point M, pendant le mouvement du point K sur la courbe, un 

faisceau de rayons qui est perspectif au faisceau décrit par BE et 

par conséquent projectif à la ponctuelle n décrite par E. Donc : 

Etant donnés, dans une courbe du second ordre, un point Jîxe 
quelconque M et une tangente fixe aussi quelconque n, si l'on as- 
signe comme correspondant à tout rayon de M , qui projette un 
point quelconque K de la courbe, le point de n par lequel passe- 
la tangente k du point K, le faisceau M et In ponctuelle n sont 
projectif s. 

Celle dernière proposition est réciproque à elle-même dans lo 
plan, car, ainsi qu'on l'a vu (87), les tangentes à une courbe du 
second ordre forment toujours un faisceau du second ordre. 
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V. — Tangentes harmonicnies. 

89. Les tangentes en quatre points harmoniques d'une courbe 
du second ordre sont harmoniques. 

Elles sont, en effet, coupées en quatre points harmoniques par 
une cinquième tangente quelconque, puisque leurs quatre points 
de contact sont projetés, d'un cinquième point quelconque de la 
courbe, par quatre rayons harmoniques. 

VI. — Section de toutes les tangentes par deux d'entre elles. 

90. Nous pouvons maintenant énoncer comme il suit la pro- 
position en vertu de laquelle un faisceau de rayons du second 
ordre est coupé par deux quelconques de ses rayons suivant deux 
ponctuelles projeclives : 

Toutes les tangentes à une courbe du second ordre sont coU" 
pées par deux quelconques d'entre elles suiv^ant deux ponctuelles 
projectiles. 

Vn. - Antre énoncé dn théorème de Brianchon. 

91. Le théorème de Brianchon peut encore être rapproché de 
celui de Pascal sous la forme suivante : 

Dans tout hexagone circonscrit à une courbe du second ordre 
[ou dont les côtés touchent la courbe) les trois diagonales prin- 
cipales concourent en un même point. 

On pourra énoncer sous une forme analogue les propositions 
déduites de ce théorème pour le pentagone, pour le quadrangle 
et pour le triangle. 

Vin. — Plan de contact et rayon de contact dans la surface conique 
et dans le faisceau de plans du second ordre. 

92. On a vu (63) que toute courbe et tout faisceau de rayons du 
second ordre sont respectivement projetés, d'un point situé en 



a« 
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dehors de leur plan, au moyen d'une surface conique et d'un 
faisceau de plans du second ordre. Toute tangente à la courbe est 
projetée au moyen d'un plan qui a un seul rayon commun avec la 
surface conique et qui, pour ce motif, est appelé plan de contact. 
De même, tout point de contact du faisceau de rayons du second 
ordre est projeté au moyen d'un rayon, dit rayon de contact du 
faisceau de plans, par lequel ne passe qu'un seul plan de ce 
faisceau. 

Réciproquement, toute surface conique et tout faisceau de plans 
du second ordre sont coupés, par un plan qui ne contient pas leur 
centre, suivant une courbe et suivant un faisceau de rayons du se- 
cond ordre ; il s'ensuit que : 



Tous les plans de contact d^unc 
surface conique du second ordre 
forment un faisceau de plans du 
second ordre. 

Tous les rayons d'une surface co- 
nique du second ordre sont projetés 
fie deux quelconques d'entre eiLr au 
moyen de faisceaux projectifs de 
plans. 



Tous les rayons de contact d'un 
faisceau de plans du second ordre 
forment une surface conique du 
second ordre» 

Tous les plans de contact d'une 
su/face conique da second ordre sont 
coupés par deux quelconques d'entre 
eux suivant des faisceaux projectifs 
de rayons. 



Vk, — Systèmes harmonicnies dans la surface et dans le faisceau. 



93. Par analogie avec ce qui a 
nous dirons que : 

Quatre rayons d'une surface co- 
nique du second or^re sont harmo- 
niques, quand ils sont projetés d'un 
rayon quelconque y et par conséquent 
d'un cinquième rayon quelconque de 
la surface, au moyen de quatre plans 
harmoniques. 



été précédemment établi (71), 

Quatre plans de contact d'une 
surface conique du second ordre sont 
harmoniques^ quand ils sont eoupt's 
par un plan quelconque, et par con- 
séquent par un cinquième plan quel- 
conque du faisceau, suivant quatre 
rayons harrnoniquesm 



X. — Théorèmes de Pascal et de Brianchon étendus aux surfaces coniques 

du second ordre. 

94. Les théorèmes de Pascal et de Brianchon, pour les surfaces 
coniques du second ordre, s'énoncent ainsi : 



THEOREMES DE PASCAL ET DE BRIANCHON ETENDUS AUX SURFACES, ETC. Qf 



Dans tout hexaèdre inscrit à une 
surface conique du second ordre, les 
trois couples de plans [faces] opposés 
se coupent suivant trois droites situées 
dans un même plan. 



Dans tout hexaèdre circonscrit à 
une surface conique du second ordre, 
les trois plans diagonaux principaux 
se coupent suivant une même droite^ 



On pourra, par voie d^analogie, transporter dans la gerbe toutes 
les autres propositions que nous avons déduites, pour les formes 
planes, des théorèmes de Pascal et de Brianchon ( ^ ). 



(*) Chasles {Aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 2!\S-i!\Q) a signalé l'ana- 
logie qui doit exister entre quelques propriétés encore inconnues des surfaces du 
second ordre et le théorème de Pascal, comme une question d'où dépendent les pro- 
grès futurs de la théorie de ces surfaces. Abstraction faite des diverses transformations 
dont le même théorème est susceptible, Chasles le considère, d'après la forme et l'é- 
noncé qui lui sont propres, sons deux aspects différents. On peut, en effet, le regarder 
comme exprimant une relation générale et constante entre six points quelconques 
d'une courbe du second ordre, c'est-à-dire un point de plus qu'il n'en faut pour 
déterminer la courbe ; ou bien comme exprimant une propriété générale de la courbe^ 
par rapport à un triangle tracé arbitrairement dans son plan. L'analogue du théo- 
rème de Pascal dans l'espace peut dès lors être conçu de deux manières. Dans le 
premier cas, il constitue une propriété générale de dix points appartenant à une 
surface du second ordre, soit un point de plus qu'il n'en faut pour déterminer la 
surface; dans le second cas, il exprime une propriété générale résultant du système 
d'une surface du second ordre et d'un tétraèdre situé d'une manière quelconque dans 
l'espace. 

Dans la Note XXXII (p. 4oo-4o3) de son ouvrage précité, Chasles s'occupe, avec 
plus de développements, des théorèmes analogues, dans les surfaces du second degré ^ 
aux théorèmes de Pascal et de Brianchon dans les coniques. 
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CHAPITRE IX. 



DIVERSES ESPÈCES DE COURBES DU SECOID ORDRE (^). 



PoNCELET, Traité des propriétés projectivcs^ etc. Paris, i8aa, n*> 112-115. — STCi!ia, 
Srstematische Eiiewicheiung, etc. Berlin, i832, % 36-4o. — Zech, Dir hôhere Géo- 
métrie, eVc. Stuttgart, 1857, S 4- — Cremona, Introduzione ad una ieoria geometrica 
délie cttrve piane . Bo1o{;na, 18G2, Art. XI. — Reyb, Die Géométrie der Loge. Ban- 
novcr, 18GG, p. 74-76. — Stei!<er, Vorhsungen ûber sjnthetische Géométrie^ Leipugi 
1867, II Thcil, S 25-a6. — Stacdigl, Lehrbuch der neueren Géométrie, Wien, 1870, 
p. io/|-ii'|. — Fiedler, Die darstellende Géométrie, etc., Leipzig, 1871, § 24"26.— 
MtLLER, Leitfaden der ehenen Géométrie^ clc, Leipzig, 1875, IV Cursus. — Haxeel, 
Die Elemente der projectivischen Géométrie, Leipzig, 1876, VI Abschn. § 3, 10. 



L — Distinction basée sur les éléments commnns à la courbe 
et à la droite à l'infini de son plan. 

95. On a vu (62) qu'une courbe du second ordre ne peut 
jamais avoir plus de deux points communs avec une droite. Nous 
allons déduire de cette propriété d'importantes conséquences 



(*) Les sections des divers cùncs de rotation, faites au moyen d*un plan perpen- 
diculaire à un côt(*, furent étudiées et classées par Menechue, peu de temps après 
Platon (voir Reimer, Hist. dup, cubi, p. 58). On n'a pas conservé les écrits d'ARisTÉE 
et d*EucLiDE sur les coniques. Arcuimède connaissait ces courbes comme sections des 
cônes de rotation et l'on trouve dans ses écrits les noms d*ellipse et d'hyperbole (Cou. 
et sph.f p. 8 et suiv.). Voir à ce sujet les éclaircissements donnés par Proclcs {Procli 
Diadochi in primum Euclidis elementorum librum commentaria^ éd. Barocics. Pa- 
tavii, i56o, p. a6'|) et les appréciations différentes de Cantor {Euclid und sein Jahr- 
hunderty Leipzig, 18G7, p. 49) et de Hankbl (Zcir Geschichtc der Mathematikin Alter- 
thum und Mittelalter, Leipzig, 1874, p. 99). 

Apollonius a démontré que les coniques sont des sections de tout cône sur lequel 
on peut placer un cercle et les a désignées sous le nom qu'elles portent encore 
aujourd'hui {Conica I). (Voir Die Elemente der Mathematik von D' Richard Baltzer, 
zweitcr Band, dritte Auflage, Leipzig, 1870, p. 167. — Chasles, Aperçu historique, etc., 
Bruxelles, 1837, p. 17 et 529-53o). 
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relatives au nombre de points qui peuvent être communs à une 
telle courbe et à la droite à Tinfini du plan dans lequel elle se trouve. 
Trois cas peuvent se présenter : il n'y a pas de points communs, 
ou il y a un seul point commun, ou enfin il y a deux points com- 
muns. 

Dans le premier cas, tous les points delà courbe sont des points 
propres et toutes ses tangentes sont des rayons propres du plan ; la 
courbe prend alors le nom âî* ellipse. 

Dans le deuxième cas, la courbe s'étend à l'infini suivant deux 
rameaux qui tendent vers le point où elle touche la droite à Tin- 
fini ; elle prend alors le nom de pat^abole. 

Dans le troisième cas, la courbe est formée de deux branches 
courbes, dont les doubles rameaux s'étendent vers les deux points 
à l'infini qui sont les points de jonction des deux branches entre 
elles ; la courbe prend alors le nom A^hjperbole, 

L'hyperbole étant coupée par la droite à l'infini du plan, toutes 
ses tangentes sont des droites propres du plan. Tel est, en parti- 
culier, le cas des tangentes aux deux points à l'infini de la courbe ; 
ces tangentes prennent le nom à^ asymptotes , 



n. — Distinction basée sur les sections planes d*nne surface conique. 

96. Nous pouvons encore obtenir les mêmes formes de courbes 
du second ordre en pratiquant des sections planes dans une surface 
conique quelconque du second ordre, dont le centre n'est *pas situé 
à l'infini. 

Un plan Z, passant par le centre, n'a que ce point commun 
avec la surface conique, ou bien il touche cette surface suivant 
un rayon 5, ou bien enfin il la coupe suivant deux rayons p et q. 

Dans le premier cas, tout plan Z|, parallèle à Z, rencontre tous 
les rayons de la surface conique en des points propres et coupe la 
surface conique elle-même suivant une ellipse. 

Dans le deuxième cas, la courbe d'intersection est une parabole, 
puisque le rayon 5, parallèle à Z], est coupé par ce plan en un 
point à l'infini ; la droite d'intersection de Z| avec le plan tangent X 
est précisément la tangente à l'infini de la parabole. 

Dans le troisième et dernier cas, la courbe d'intersection est 
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considérées comme engendrées par deux faisceaux projeclifs de 
rayons, nous avons été conduits (97) à rechercher si ces faisceaux 
avaient ou n'avaient pas des rayons parallèles. 

Le cas de la génération par deux ponctuelles projeclives ne 
comporte pas une solution aussi directe. En effet, la distinction 
des courbes du second ordre en ellipse, parabole et hyper- 
bole, repose essentiellement sur les propriétés qui apparais- 
sent lorsque, prenant ces courbes comme formes de points, on 
considère leurs intersections avec la droite à Tinfîni. Pour main- 
tenir ici la même distinction, il faut considérer la courbe tout 
à la fois comme forme de points et comme forme de tangentes. 
Avant d'aller plus loin, et pour justifier cette remarque, nous 
devons faire observer qu'il n'est pas possible de classer les courbes 
du second ordre en se fondant sur une relation de dualité. Aucun 
point du plan ne possède, en effet, à l'exclusion des autres, des 
propriétés aussi caractéristiques que celles qui distinguent la 
droite à l'infini des autres droites du plan. 

Le faisceau de rayons du second ordre enveloppe une ellipse, 
lorsque les points de contact situés sur ses éléments sont tous à 
distance finie. Le faisceau enveloppe une hyperbole, lorsque deux 
de ses rayons ont leurs points de contact respectifs sur la droite 
à l'infini. 

11 nous reste à dire comment ces conditions peuvent être véri- 
fiées immédiatement, d'après la positioa des deux ponctuelles pro- 
jectives. 

Représentons par u et U| les lieux de ces ponctuelles, par J le 
point de u qui correspond au point à l'infini de ai et par 1| le 
point de i^i qui correspond au point à l'infini de u. Les parallèles 
i't et V, menées par les points J et 1|, respectivement, aux droites 
ixi et Uy seront tangentes à la courbe, et les quatre droites u, ii|, 
i^y i^iy formeront un parallélogramme circonscrit. Mais on aurait 
pu remplacer u ou u^ par toute autre tangente à la courbe; 
d'où il suit que, dans l'ellipse comme dans l' hyperbole, les tan- 
gentes sont parallèles deux à deux. 

Si les lieux des deux ponctuelles génératrices sont parallèles et 
se coupent conséquemment à l'infini, et si l'on représente par J et 
Ii les points qui correspondent à leur intersection, considérée 
successivement comme un point de u et comme un point de ii|, il 
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suffira, pour établir la relation projective, de se donner encore 
deux points correspondants, X et X|. En vertu du théorème relatif 
aux triangles inscrits et circonscrits (81), on trouvera le point de 
contact du rayon XX i, considéré comme variable, en menant par 
l'intersection des rayons X^ J et XI| une parallèle aux ponctuelles. 
Cette parallèle coupe lOi^ au point de contact cherché, et ce 
point est harmoniquement séparé des points X et X| par le point 
XX.^ . JI| . Le point de contact d'une tangente XX< est donc situé 
sur la droite à l'infini, lorsque la droite JI| coupe le segment XX< 
en son milieu, auquel cas le segment JI| est aussi coupé en son 
milieu par XX |. 

Projetons les ponctuelles u et U|, du point M, milieu de Jli» Si 
les deux faisceaux concentriques de rayons ainsi déterminés pré- 
sentent deux éléments unis, il y aura deux rayons XX| jouissant 
de la propriété de passer par le milieu de JI| ; par contre, aucun 
rayon ne satisfera à cette condition si les faisceaux n'ont pas d'élé- 
ments unis. Mais nous savons [iS) que la propriété d'avoir deux 
éléments unis appartient aux faisceaux de rayons projectifs opposés, 
et les faisceaux seront dans cette condition lorsque les ponctuelles 
u et U| seront projectives concordantes. Si, au contraire, les 
ponctuelles u et w^ étaient projectives opposées, les faisceaux de 
rayons seraient projectifs concordants; dans ce cas ils n'auraient 
pas d'éléments unis et aucun des rayons XX i ne passerait par 
M. Donc : 

Deux ponctuelles dont les lieux sont parallèles engendrent une 
ellipse quand elles sont projectives opposées, et une hyperbole 
quand elles sont projectives concordantes. 

Ce critérium en fournit un autre pour le cas où les ponctuelles 
ne sont pas parallèles. 

Soient U et U^ [fig* 3i ) les points de contact sur u e\.Ux\ soient 
en outre J et J^ les points de u et de u^ qui correspondent respec- 
tivement aux points à l'infini. Par le point J on mène \^^ parallèle 
à U| et par le point J| on mène ^ parallèle à u. On obtient les 
points de contact V et \ x des nouvelles tangentes \^ et ^'|, enjoi- 
gnant les points U et Xi^ au point de rencontre des diagonales du 
parallélogramme formé par les droites u, a,, v^, v^^. 

Appliquons maintenant aux deux droites y^^j a,, considérées 

* 7 
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comme ponctuelles génératrices de la courbe^ le critérium que 
nous avons énoncé plus haut. Le point à Tinfini de ii| aura alors 
pour correspondant le point V| sur ^'^ , et vice versd, le point à Tin- 

fini de i^i aura pour correspondant le point 
U| sur U|. Les droites i^ et ii joindront 
chacune deux points correspondants, et 
les deux ponctuelles situées sur ces droites 
seront concordantes, si les points ¥< et U| 
sont en dehors du parallélogramme uui w^ : 
les points V et U seront aussi, dans ce 
cas, en dehors du même parallélogramme, 
puisque les droites U| U et V| V sont parallèles aux diagonales. Les 
deux ponctuelles seront, au contraire, opposées, si les points V|, 
U|, et par suite aussi les points V, U, sont sur le parallélogramme 
des quatre tangentes. Donc : 

Deux ponctuelles projecti\fes, considérées en général, engen- 
drent une ellipse lorsque les points de contact de leurs lieux sont 
situés sur les segments compris entre le point oà ces lûsux se 
coupent et les points ou chacun d'eux est coupé par la tangente 
parallèle à l'autre. La courbe engendrée est une hjperbole 
lorsque les points de contact sont en dehors des mêmes segments. 

Il y a cependant un cas limite, qui constitue la transition de 
IVllipse à rhyperbole et vice versd : ce cas est celui où les points de 
contact sont situés sur les sommets du parallélogramme. Le point 
d'intersection des deux lieux correspond alors à lui-même et toute 
droite passant par ce point représente la ligne de jonction de deux 
points correspondants. Les ponctuelles sont d'ailleurs perspec- 
tives et il existe, comme nous le verrons bientôt (101 ), un second 
point par où passent collectivement les droites de jonction des 
points correspondants. 

V. — Forme engendrée par le troisième côté d'un triangle dont deux 
côtés et les sommets sont assujettis à certaines conditions. — Cas 
particuliers. 

100. Si les sommets d'un triangle se meurent sur trois droites 
dans un plan, de manière que deux côtés du triangle conservent 
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^^urs directions, le troisième côté décrit, soit un faisceau de rayons 
parallèles, soit un faisceau de rayons du second ordre qui en^e- 
^4>ppe une parabole. 

En effet, les deux premiers côtés du triangle décrivant des fais- 
ceaux de rayons parallèles, deux des trois ponctuelles situées sur 
es droites données sont projectives semblables à la troisième, et 
par conséquent projectives semblables entre elles. 

Une ponctuelle u et un faisceau S de rayons étant situés dans 
le mente plan et projectifs, si l'on mène par chaque point de u la 
parallèle au rayon correspondant de S, toutes ces droites se cou- 
pent en un point, ou bien elles em^eloppent une parabole. 

En coupant le faisceau S de rayons par la droite à Finfini du 
plan, on obtient une ponctuelle à l'infini projective à u. Si cette 
ponctuelle n'est pas perspective à u, elle engendre avec u un fais- 
ceau de rayons du second ordre qui contient la droite à l'infini et 
qui, par conséquent, enveloppe une parabole. 

101. Le faisceau de rayons du second ordre, engendré par deux 
ponctuelles projectives, peut encore dégénérer ; 

i^ En deux points distincts, si les ponctuelles sont superposées 
et ont deux éléments unis, ou si elles sont perspectives et non 
superposées (les deux points étant, en ce cas, le point uni et celui 
par lequel passent les droites qui joignent les couples de points 
correspondants ) . 

a^ En deux points coïncidents, si les ponctuelles sont super- 
posées et ont un seul point uni. 



VI. — Cas particuliers dans la snrface conique. 
Cylindres du second degré. 

102. La surface conique et le faisceau de plans du second ordre 
ne donnent pas lieu à des distinctions aussi essentielles que leurs 
sections; mais ils présentent, dans un cas particulier, des dégé- 
nérescences qui méritent un examen spécial. 

La surface conique du second ordre peut être considérée comme 
engendrée par deux faisceaux projectifs de plans, a, aj (63). Lorsque 
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ces faisceaux deviennent perspectifs, la surface dégénère en deux 
plans, Tun contenant le faisceau de rayons dont les faisceaux de 
plans sont des projections, Tautre passant par les deux axes a, Of 
Le faisceau de plans du second ordre peut être considéré comme 
engendré par deux faisceaux projectifs de rayons, S, Si (63). 
Lorsque ces faisceaux de rayons deviennent perspectifs , le faisceau 
de plans dégénère en un plan qui passe par leur axe de projection 
et par la droite d'intersection de leurs plans. 

103. Étant donnés deux faisceaux de plans, a, ai, si Ton modifie 
leur position relative jusqu'à ce que les axes a et a^ deviennenl 
parallèles, tous les rayons de la surface conique deviendront pa- 
rallèles à ces axes, et le centre de la surface passera à rinfini. 
La figure engendrée ne s'appelle plus alors une surface co- 
nique, mais un cylindre, et plus spécialement un cylindre du second 
degré. Dans cette position particulière des faisceaux de plans a 
et «1, on peut avoir deux couples de plans correspondants paral- 
lèles, ou un seul, ou enfin n'en avoir aucun; par suite, la 
surface cylindrique peut avoir deux rayons à l'infini, ou un seul, 
ou n'en avoir aucun. A ces trois cas correspondent respectivement 
trois espèces de cylindres : le cylindre hyperbolique, le parabo- 
lique et Yelliptique, Les conditions de génération de ces trois 
espèces de cylindres par les faisceaux de plans sont tout à fait 
analogues à celles que nous avons déjà établies pour les diverses 
espèces de courbes du second ordre engendrées par deux faisceaux 
projectifs de rayons. 

Si le cylindre est coupé par un plan quelconque, les faisceaux 
de plans générateurs sont coupés suivant deux faisceaux de raj'ons, 
qui se trouvent nécessairement, par rapport aux rayons correspon- 
dants parallèles, dans les conditions où se trouvaient les faisceaux 
de plans par rapport aux plans correspondants parallèles . Le plan 
sécant coupera donc le premier cylindre suivant une hyperbole, 
le second suivant une parabole, le troisième suivant une ellipse. 
Quand le plan sécant est parallèle aux axes des faisceaux géné- 
rateurs, et, par suite, aux rayons de la surface cylindrique, la sec- 
tion se réduit à deux de ces ravons. 

On voit, d'autre part, que le faisceau de plans du second ordre 
enveloppant le cylindre ne peut être engendré que par deux 
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faisceaux projectifs de rayons, dont les éléments sont parallèles. 
Lorsque les formes génératrices deviennent perspectives, le 
cylindre engendré par deux faisceaux projectifs de plans et le fais- 
ceau de plans du second ordre enveloppant le cylindre, engendré 
par deux faisceaux projectifs de rayons, dégénèrent respectivement 
en deux plans ou en un plan, conformément à ce qu'on a déjà vu 
se produire pour la surface conique. 



loa 
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CHAPITRE X. 

POLES ET POLAIRES PAB RAPPOET AUX COUBBES DU SEGOIB OBSBE ('). 



PoîicELET, Traité des propriétés projectiles, etc. Paris, i8aa, Sect. U, Chap. II. — 
MÔBics, Der btu-jeentrische Calcul, Leipzig, 1837, Cap. IV. — Bellâtitis, Saggiodi 
Geometria elerivata {Nuovi Saggi delV /. R, Accademia in Pado/^a^ T0I. IV). Pt- 
dova, i838, § V. — Bellavitis, Lezioni di Geometria descrieeiva, etc. PadoYi, i85i, 
p. 330 et suiv. — Zech, Die hôhere Géométrie, etc. Stuttgart, 1857, § 5. — Cis- 
1I0!<A, Introduzione ad una teoria geometrica délie curve piane, Bologna, 1861, 
art. XIII. — Cbasles, Traité des sections coniques, Paris, i865, Chap. Y. — Rin, 
Géométrie der Loge. Hannover, 1866, p. 77-87. — Steinee, Vorlesungen ùbersrnehe' 
tische Géométrie, II Theil. Leipzig, 1867, § 3o-3i. 



I. — \ Gonstmction du pôle et de la polaire. Propriétés diverses. 

104. Par un point U {fig^ 32 et 33) pris arbitrairement dans le 
plan d'une courbe du second ordre, mais non situé sur la courbe, 



Fig. 32. 
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Fig. 33. 
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on mène deux transversales qui rencontrent la courbe en A et C, 
B et D. Le quadrangle ABCD étant inscrit (80), les points P, Q 



(*) La théorie des pôles et des polaires se trouve déjà, sous d'autres dénomina- 
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de concours des côtés opposés et les points R, S de concours 
des tangentes aux sommets opposés sont situés sur une même 
droite u. 



lions, dans les œuvres de Desargces {Œuvres réunies et publiées par M. Poudra. 
Paris, iS64t t. I, p. i6/|, i86, 190 et suiv.) et dans celles de La Hire {Sectiones 
conicar, Parisiis, i685, I, 3i-a8; II, 33-3o.). Il convient de rappeler toutefois, en re- 
montant aux origines, qu'on doit à Apollonids le célèbre théorème que La Hire a 
pris pour fondement de sa théorie des coniques et qui s'énonce ainsi : « Si, par le 
point de concours de deux tangentes à une section conique, on mène une transversale 
qui rencontre la courbe en deux points et la corde qui joint les points de contact 
des deux tangentes en un troisième point, ce troisième point et le point de concours 
des deux tangentes seront conjugués harmoniques par rapport aux deux premiers. » 
(!.iv. III, Prop. 37). Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, on ne doit pas consi- 
dérer comme dépourvue de fondement l'opinion suivant laquelle le Traité complet 
des coniques de Pascal aurait contenu une théorie complète des pôles et des polai- 
res. (Voir Chaslbs, aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 19, 71, i33. — Des- 
BOVESy Étude sur Pascal et les géomètres contemporains ^ Paris, 1878, p. 47«) 

Monge {Géométrie descriptive, Paris, 1795, n<* 40) avait démontré que, quand le 
sommet d'un cône circonscrit à une surface du second ordre parcourt un plan, le 
plan de la courbe de contact passe toujours par un même point; et que, quand 
le sommet du cône parcourt une droite, le plan de contact passe toujours par une 
seconde droite. Livet et Briancbon ont démontré ensuite que, quand le sommet du 
cône parcourt une surface du second ordre, le plan de contact enveloppe une autre 
surface du second ordre (XIII" Cahier du Journal de l* École Polytechnique, x8o6). 
Dans le même Mémoire, Briancho!! a fait usage de cette théorie pour déduire du 
théorème de Pascal son théorème non moins élégant et non moins fécond. C'est la 
première application qui ait été faite des polaires, et la dualité des figures planes s'y 
présente sous une forme remarquable. Encotktrb et de Stamvillb se sont servis plus 
tard de la même théorie pour opérer une véritable transformation des figures. 11 s'a- 
gissait de circonscrire à une conique un polygone dont les sommets fussent situés 
sur des droites. Ces géomètres ont observé qu'en vertu de la théorie des polaires le 
problème pouvait être ramené à cet autre, qu'on savait déjà résoudre : inscrire dans 
une conique un polygone dont les côtés passent par des points donnés. (Voir Annales 
de Mtuhématiques, t. I, p. 122 et 190. — Chasles, Aperçu historique, etc. Bruxelles, 
1837, Note XI.) 

On trouve pour la première fois, dans les Annales de Mathématiques, les dénomi- 
nations de pèles, plans polaires et droites poltùres, qui ont facilité l'usage de cette 
théorie. 

Sekvois appela pôle d'une droite le point par lequel passent toutes les droites de 
contact des angles qui sont circonscrits à une conique et qui ont leurs sommets sur 
la droite. Gebgonxe appela ensuite cette droite la polaire du point et étendit aux cas 
de l'espace ces dénominations, qui furent bientôt adoptées par tous les géomètres 
(voir Annales de Mathématiques, t. I, p. 337; ^* '''> P* ^97)* 

Ajoutons enfin que Poncelet a tiré de la théorie des pôles et des polaires la 
théorie des figures polaires réciproques, qui est, en substance, la loi de dualité, ap- 
pelée par lui principe de réciprocité polaire. Tous les écrits de Pomcelet sur cette 
question ont été réunis dans les deux volumes du Traité des propriétés projectives des 
figures. Paris, i8G5-i866. 
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Si Ton désigne par V et W les points d'intersection de la 
droite u respectivement avec AC et BD, on reconnaît facilement 
que V est harmoniquement séparé de U par les points A et C. En 
effet, dans le quadrangle PBQD, les côtés opposés se coupent 
deux à deux respectivement en A et C, la diagonale BD passe au 
point U et la diagonale PQ au point V. De même, U et W sont 
harmoniquement séparés par B et D. 

On déterminera encore la droite u en faisant passer par U une 
sécante AC, en cherchant sur cette sécante le point V harmonique- 
ment séparé de U par les points A, C de la courbe et en joignant le 
point V au point R d'intersection des tangentes en A et C. Et 
comme la seconde sécante passe aussi par U, on aura toujours 
les points suivants sur la droite u, déjà déterminée par la première 
sécante : 

I** Les points d'intersection P et Q des côtés opposés du qua- 
drangle ABCD ; 

2° Le point d'intersection S des deux tangentes en B et D; 

3° Le point W, harmoniquement séparé de U par les points 
BetD. 

Le point U prend le nom de pôle de la droite u ainsi dé- 
terminée, et, vice versa, la droite u est appelée polaire du 
point U. 

Nous conclurons donc, d'une manière générale, que la polaire 
d'un point donné U, par rapport à une courbe du second ordre ^ 
est en même temps le lieu : 

1° Des points de concours des couples de côtés opposés de tout 
quadrangle inscrit dont les diagonales passent par le pôle. 

2** Des points de concours des couples de tangentes dont les 
points de contact sont en ligne droite avec le pôle. 

3° Des points séparés harmoniquement du pôle par deux points 
de la courbe. 

Nous avons vu qu'on peut déterminer la polaire d'un point 
donné de plusieurs manières et par de simples constructions 
linéaires. On trouvera avec la même facilité le pôle U d'une droite 
donnée //, en menant de deux points quelconques, R et S, de la 
droite, deux couples de tangentes, a et c, & et d, à la courbe du 
second ordre. 
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Le pôle U est le point de concours : 

I ® De tout rayon harmoniquement séparé de la droite u par 
les deux tangentes issues d'un même point de cette droite; 

2° Des diagonales de tout quadrilatère formé par les quatre 
tangentes issues de deux points de la droite u ; 

V^ De toute droite joignant les points de contact des deux tan- 
gentes issues d'un même point de u, 

La droite RU est harmoniquement séparée de u par les tan- 
gentes a et c, puisque le point U de cette droite est harmonique- 
ment séparé du point V de u par les points de contact A et C des 
deux tangentes. De même, la droite SU est harmoniquement sé- 
parée de u par les tangentes b et d. La première partie de la pro- 
position est ainsi démontrée. 

La deuxième partie est une conséquence immédiate de la pre- 
mière. En effet, dans le quadrilatère formé par les quatre tangentes 
issues de deux points de la droite u, les diagonales se coupent au 
point d'intersection U des droites harmoniquement séparées de u 
par chaque couple de tangentes (32). 

La troisième partie résulte du rapprochement de la deuxième et 
d'une propriété précédemment démontrée (80). On peut aussi la 
déduire directement de la deuxième. 

Supposons, en effet, que le point S se déplace d'une manière 
continue sur la droite u et s'approche infiniment du point R. La 
diagonale qui joint les sommets ab et cd du quadrilatère pivotera 
en même temps autour du point U et s'approchera infiniment de la 
corde de contact AC des tangentes issues du point R. Cette corde, 
position limite de la diagonale, passe donc par le point U. 

«Si la polaire u d'un point U coupe la courbe du second ordre, 
les deux droites qui joignent le point U aux points d'intersection 
sont tangentes à la courbe. 

En effet, si l'une de ces droites avait un second point commun 
avec la courbe, ce second point devrait être harmoniquement 
séparé du premier par U et u; le premier ne pourrait donc pas se 
trouver sur u. La droite u, qui joint, dans ce cas, les points de 
contact des deux tangentes menées du point U à la courbe, est dite 
droite de contact du point U. 
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105. Nous pouvons exprimer tous ces résultats par la double 
proposition suivante : 



Si par un point U, situé dans le 
plan d'une courbe k du second ordre, 
mais non sur la courbe, on mène à 
volonté des rayons, sur chacun des^ 
quels se trouvent deux points de Â; 
et si l'on détermine : 

1* Dans tout quadrangle simple 
inscrit à la courbe, et dont les som^ 
mets sont deux couples de points 
situés sur deux rayons de U, les 
points d'intersection des côtés op- 
posés; 

2® Sur chaque rayon de U, le point 
qui est harmoniquement séparé de 
U par les deux points de la courbe ; 

3° Les points d'intersection des 
couples de tangentes qui touchent la 
courbe en ses points de rencontre 
ai'ec chaque rayon de U; 

4° Les points de contact des deux 
tangentes menées par le point J] à la 
courbe, si ce point est extérieur; 

Tous ces points sont situés sur une 
droite u, qui prend le nom de polaire 
du point l] par rapport à la courbe 
du second ordre. 



Si sur une droite u, située dans U 
plan d'une courbe k du second ordre, 
mais non tangente h la courbe, or 
prend à volonté des points^ en cha- 
cun desquels concourent deux tan* 
gentes à A; et si l'on détermine : 

!• Dans tout quadrilatère simple 
circonscrit à la courbe, et dont les 
côtés sont deux couples de tangentes 
concourant en deux points de u, les 
diagonales ; 

2° Pour chaque point de u, la droite 
qui est harmoniquement séparée de u 
par les deux tangentes à la courbe; 

3' Les droites de jonction des cou- 
ples de points où la courbe est touclue 
par les tangentes issues de chaque 
point de u ; 

4° Les tangentes aux deux points 
d'intersection de la droite u avec la 
courbe, si cette dmite est sécante; 

Toutes ces droites passent par un 
point U, qui prend le nom de pôle de 
la droite u par rapport à la courbe 
du second ordre^ 



106. Si Ton fait pivoter une transversale autour d'un point A, 
pris comme pôle sur la courbe du second ordre, Tun des points 
d'intersection se confond toujours avec ce pôle ; par suite, l'une 
des deux tangentes dont le point de concours doit engendrer la 
polaire est toujours la tangente au pôle. Donc : 

Un point A de la courbe a pour polaire sa propre tangente a 
et, réciproquement, la tangente a a pour pôle son point de con- 
tact A. 



Il résulte de là et de ce qui a été dit plus haut que,/7flr rapport 
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à une courbe du second ordre, tout point du plan a sa polaire et 
toute droite son pôle. 

n. — Région interne et région externe dn plan par rapport à la courbe 

du second ordre. 

107. Une courbe du second ordre divise le plan dans lequel elle 
se trouve en deux régions : Tune contenant les pôles de toutes les 
droites qui ne coupent pas la courbe, l'autre contenant les pôles 
de toutes les droites qui la coupent. La limite des deux régions est 
la courbe elle-même, considérée comme lieu géométrique des 
pôles de ses tangentes. La première région est dite interne par 
rapport à la courbe, la seconde externe. Des points de la région 
interne on ne peut pas mener de tangentes à la courbe ; par chaque 
point de la courbe passe une seule tangente ; dé chaque point de 
la région externe on peut mener deux tangentes. 

Un point situé dans la région interne est harmoniquement séparé 
par la courbe de tout point de sa polaire, et toute droite passant 
par ce point coupe la courbe en deux points, tandis que la polaire 
ne rencontre pas la courbe. 

Par contre, un point R, situé en dehors de la courbe, n'est pas 
séparé par celle-ci de tous les points de sa polaire ; mais les deux 
tangentes menées par R à la courbe limitent sur la polaire un seg- 
ment dont tous les points sont harmoniquement séparés de R. 

m. — Ponctuelles de pôles et faisceaux de polaires. 

108. Les polaires de tous les Les pôles de tous les rayons d'un 



points d'une droite tt passent par le 
pôle U de cette droite. 

Tout point Q de II, intérieur à la 
courbe du second ordre, est harmo- 
niquement séparé du pôle (extérieur) 
U par les deux points d'intersection 
du rayon UQ et de la courbe (105). 
La polaire de Q passe donc par U. 

Tout point R de u^ extérieur à la 



point U sont situes sur la polaire u 
de ce point. 

Tout rayon q de U, ne rencontrant 
pas la courbe du second ordre, est 
harmoniquement séparé de la polaire 
(sécante) u par les deux tangentes 
menées du point uq à la courbe. Le 
pôle de q est donc sur u. 

Tout rayon r de U, rencontrant la 



courbe, a pour polaire (sécante) la courbe, a pour pôle (extérieur) le 



io8 



GEOUETRIB DE POSITION. — CHAPITRE X. 



corde de contict des deux tangentes 
dont il est l'intersection, et l'on a 
démontré que cette corde passe par 
le pAIe U de u. 

Enfin, tout point de Uy situd sur 
la courbe, a pour polaire sa propre 
tangente (106), qui passe par U. 



point de concours des tangentes en 
ses deux points d*intersection, et l'on 
a démontré que ce point de concours 
est sur la polaire u de U. 

Enfin, toutrajon delJ, tangent à 
la courbe, a pour pôle son propre 
point de contact (106), qui est sitaé 
sur la droite u. 



' 109. Soient P un point quelconque d'une droite u, p sa polaire, 
Q le point d'intersection de u et de p et (f la polaire de Q. Les 
droites /7 et (/ passent (108) par le pôle U de u. Les points P, Q, 
U sont les sommets d'un triangle et les droites p, y, u sont les 
côtés du même triangle respectivement opposés à ces sommets. 
Ce triangle, dans lequel chaque sommet est le pôle du côté op- 
posé, prend le nom de triangle polaire de la courbe du second 
ordre. 

Les triangles polaires donnent lieu à la double proposition sui- 
vante (105) : 



Dans tout quadrangle complet in- 
scrit à une courbe du second ordre, 
les trois couples de c6tés opposés se 
coupent aux sommets d'un triangle 
polaire de la courbe. 



Dans tout quadrilatère complet cir- 
conscrit à une courbe du second 
ordre, les trois couples de sommets 
opposés sont situés sur les côtés d'mi 
triangle polaire de la courbe. 



110. A chaque triangle polaire PQU correspondent une infinité 
de quadrangles inscrits à la courbe, et dont les couples de côtés 
opposés se coupent aux points P, Q, U. Menons par le point P 
une sécante qui rencontre la courbe aux points B et G. Joignons 
ces points au point U et prolongeons les droites BU, CU jusqu'à ce 
qu'elles rencontrent une seconde fois la courbe, respectivement 
en D et A. On voit aisément que ABGD est l'un des quadrangles 
en nombre infini dont nous venons de parler. 

Cela posé, si l'on maintient fixes le point U elles sommets A, G 
du quadrangle inscrit, et si l'on déplace le point P sur la polaire u 
de U, le sommet Bse déplacera sur la courbe. Les droites PB, QB 
décriront par conséquent, autour des centres C, A, deux faisceaux 
projectifs de rayons ; les points P, Q décriront en même temps 
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deux ponctuelles projectlves, sections de ces faisceaux. Donc : 

«Si un point P décrit une ponctuelle u, sa polaire p décrit en 
même temps un faisceau de rayons U, projectif à la ponctuelle. 



IV. — Éléments conjagués. 

m. Une droite étant coordonnée, comme polaire, à chaque 
point du plan, par rapport à une courbe du second ordre, on est 
conduit à introduire les nouvelles dénominations ci-après : 

Deux points du plan sont dits con- Deux droites du plan sont dites 



fugues ou réciproques ( * ) par rap- 
port à la courbe du second ordre, 
quand l'un d*eux est 'situé sur la 
polaire de l'autre. 



conjuguées ou réciproques par rap- 
port à la courbe du second ordre, 
quand l'une d'elles passe par le pôle 
de l'autre. 



D'où il suit que : 

Si deux points sont réciproques, leurs polaires sont aussi réci- 
proques, et vice versa. 

Un point est donc réciproque à chaque point de sa polaire et 
une droite à toute droite passant par son pôle. 

Un point situé sur la courbe du second ordre est réciproque à 
lui-même, puisqu'il est en même temps situé sur sa polaire, la 
tangente. 

Une tangente à la courbe est réciproque à elle-même^ puis- 
qu'elle passe par son pôle, le point de contact. 

Quand la droite qui joint deux points réciproques par rapport 
à la courbe du second ordre rencontre la courbe, un de ces points 
est toujours situé dans la région interne, l'autre dans la région 
externe. 

112. Si la droite a^ qui Joint deux I Si ie point A, ait se coupent deux 
points réciproques ^ rencontre la courbe \ droites réciproques, est extérieur à la 



^*) La dénomination de points conjugués se trouve dans O. H&sse {De Curvis et Su- 
perficiebus seeundi ordinis . — Journal fur die reine und angewaadte Matliematili^ von 
A.-L. Caklle ; t. XX, A. 1840); celle de points réciproques est duc à Poxcelet {Traité 
des propriétés projectives des figures, Paris, 182a, n" 82). 
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du second ordre, ces points sont 
harmoniquement séparés par les 
points d'intersection de la courbe et 
de la dix>ite a. 

En eflet, la polaire de Tua des 
points passe par l'autre et contient 
tous les points qui sont harmonique- 
ment séparés du premier par deux 
points de la courbe. 



courbe du second ordrCy ces droita 
sont harmoniquement séparées par 
les tangentes, à la courbe, issaesik 
point A. 

En effet, le pôle de Tune des droites 
est situé sur l'autre et par ce pûle 
passent tous les rayons qui sont har- 
moniquement séparés de la première 
par les tangentes à la courbe. 



113. Il résulte, en outre, de la définition des points et des droites 
réciproques, que : 

Si deux points A et B sont réci- I Si deux droites a et b sont réci- 



proques à un troisième C, la droite 
AB est la polaire de C. 

Cette polaire doit en effet passer 
par A et par B. 



proquesà une troisième r, le point ah 
est le pôle de la droite c. 

Ce pôle doit, en effet, se trouTer 
sur a et sur b. 



114. Soient maintenant u et v deux droites du plan, non réci- 
proques. Si à chaque point P de u on assigne comme correspon- 
dant le point P| de v qui lui est réciproque, les ponctuelles u et v 
sont rapportées projectivcment l'une à Tautre. 

La ponctuelle v est en effet une section du faisceau U de rayons, 
formé de toutes les polaires des points de u (108) et projectif à 
la ponctuelle u (110). Les droites qui joignent deux points réci- 
proques quelconques, P et P^, des droites u et v, forment donc 
un faisceau de rayons du premier ou du second ordre, selon que le 
point d'intersection uv est ou n'est pas réciproque à lui-même, 
c'est-à-dire selon que u\^ est ou n'est pas situé sur la courbe du 
second ordre. 

Le point P, réciproque aux points P| et U, a pour polaire la 
droite PiU, et PP| est réciproque à P|U (111). Nous obtenons 
donc aussi le faisceau de rayons du premier ou du second ordre 
en faisant passer par chaque point P| de v le rayon qui est réci- 
proque à la droite P| U. 

Soient, d'autre part, U et V deux points du plan non réci- 
proques. Si à chaque rayon /? de U on assigne comme correspon- 



ELEMENTS CONJUGUES. 



111 



dant le rayon p^ de V qui lui est réciproque, les faisceaux U et V 
sont rapportés projcctivement. 

En effet, U est une projection de la ponctuelle v, qui contient 
les pôles de tous les rayons de V (108) et qui estprojective au fais- 
ceau V de rayons (110). Les faisceaux U et Vse coupent donc sui- 
vant une ponctuelle ou suivant une courbe du second ordre, selon 
que le rayon commun UV est ou n'est pas réciproque à lui-même. 

Le rayon p^, réciproque aux rayons /> et v^, a pour pôle le point 
pVj et le pointy^pi est réciproque au point ;?v' (111). Nous obtenons 
donc aussi la ponctuelle ou la courbe du second ordre en déter- 
minant sur chaque rayon /? de U le point réciproque au point pv». 

Nous sommes ainsi conduits aux propositions suivantes ; 

Une droite v et un point U, non situé sur v, étant donnés dans 
le plan d^une courbe du second ordre : 



Si l'on détermine sur chaque rayon 
de V le point réciproque au point 
d'intersection de ce rayon et de la 
droite f , on a une suite de points 
situés sur une courbe du second ordre 
qui passe parle pôle V de la droite v^ 
par le point U et par les points de 
contact des deux tangentes menées du 
point \} à la courbe donnée* 

Dans le cas seulement ou v passe 
par un de ces points de contact et 
où, par conséquent y la droite UV est 
tangente à la courbe donnée, on ob- 
tient une ponctuelle au lieu d'une 
courbe du second ordre* 

La courbe du second ordre don- 
née et le point U restant fixes , a tout 
point du plan correspond un point 
réciproque, situé avec le premier sur 
un rayon deJ}-^ à toute droite corres" 
pond, en général, une courbe du se- 
cond ordre. 



Si l'on fait passer par chaque point 
de V le rayon réciproque à la droite 
qui joint ce point au point U, on a 
une suite de rayons enveloppant une 
courbe du second ordre qui est tou- 
chée par la polaire u du point U, 
par la droite v et par les tangentes à 
la courbe donnée en ses deux points 
d'intersection avec la droite v. 

Dans le cas seulement ou U se 
trouve sur une de ces tangentes et où, 
par conséquent, le point uv appar- 
tient à la courbe donnée, on obtient 
un faisceau de rayons du premier 
ordre au lieu d'un système de tan- 
gentes à une courbe du second ordre, 

La courbe du second ordre don- 
née et la droite v restant fixes, à 
tout rayon du plan correspond un 
rayon réciproque qui coupe le pre- 
mier en un point de v; à tout fais- 
ceau de rayons du premier ordre 
correspond, en général, un faisceau 
de rayons du second ordre. 
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115* Quand trois points sont ré- 
ciproques deux à deux, il y en a 
toujours un dans la région interne 
de la courbe et deux dans la région 
externe. 



Quand trois droites sont récipro- 
ques deux à deux, il y en a toujours 
deux qui rencontrent la courbe et uat 
qui ne la rencontre pas» 



En ce qui concerne la proposition à gauche, si l'oii ne consi- 
dère que deux des trois points, Tun des deux est toujours en dehors 
de la courbe (iii )• Sa polaire rencontre donc la courbe. Les deux 
autres points réciproques se trouvent sur cette polaire ; l'un de ces 
deux points est donc situé dans la région interne de la courbe. 

116. Les deux propositions suivantes résultent de ce qui vient 
d'être démontré : 

Si un triangle â:MBi [fig. 34) | Si un triangle JJVW {fig. 35) est 
est inscrit à une courbe du second [ circonscrit à une courbe du second 



Fig. 34. 




Fig. 35. 



ordre, toute droite réciproque à l'un 
des côtés, ABi, coupe les deux autres 
côtés en deux points réciproques. 

Et vice versa : 

Toute droite coupée par deux côtés 
du triangle en deux points récipro- 
ques passe par le pôle du troisième 
côté. 




ordre, tout point réciproque àl* un des 
sommets, W, est projeté des deux 
autres sommets par deux rayons ré- 
ciproques. 



Tout point projeté de deux sommets 
du triangle par deux rayons récipro- 
ques est situé sur la polaire du troi' 
sième sommet. 
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Les ponctuelles AM ou u, B, M ou v seront projectives, si Ton 
assigne comme correspondant à chaque point de u son réciproque 
sur V. Le point M de la courbe, commun à u et à v, étant d'ail- 
leurs réciproque à lui-même (lH), les deux ponctuelles engen- 
dreront un faisceau de rayons du premier ordre ( H4). Le centre S 
de ce faisceau de rayons doit se trouver sur la tangente en A, 
puisque le point d'intersection A| de cette tangente (polaire de A) 
avec V est réciproque au point A. Le centre S est de même sur la 
tangente en B4. Donc S est le pôle de AB| et toute droite passant 
par S, c'est-à-dire toute droite réciproque au côté ABi, coupe u 
et ç» en deux points réciproques. 

On démontrerait de la même manière la proposition à droite, 
dont l'exactitude résulte d'ailleurs de la loi de réciprocité. 

H7. Si une courbe du second ordre est coupée par deux 
rajons réciproques, AC et BD {fig» 36), les points d^ intersection 
A, B, C, D sont quatre points har- 
moniques et les tangentes «, i, c, 
d en ces points sont quatre tan- 
gentes harmoniques à la courbe du 
second ordre. 

Le pôle Q de AC, où se coupent 
les tangentes a et c, doit se trouver 
sur la droite BD , puisque cette 
droite est réciproque à AC De 
même le pôleRdeBD, où se coupent 
les tangentes b et rf, est sur AC. 

Appelons Pie point d'intersection de AC et de BD ; P, B, Q, D 
sont quatre points harmoniques et RP, i, RQ, d quatre rayons 
harmoniques. Les rayons CA, CB, c, CD sont donc aussi harmo- 
niques, et il en est de même des points c«, ci, C, cd. Les points 
A, B, C, D sont donc projetés de C, et par conséquent de tout 
point de la courbe, au moyen de quatre rayons harmoniques, et les 
tangentes «, b, c, d sont coupées par c, ou par toute autre tan- 
gente, en quatre points harmoniques. 



Fig. 36. 
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V. — Plan polaire par rapport à la surface conique du second ordre. 

H8. Toutes les propositions qui viennent d'être établies pour 
les courbes du second ordre peuvent être étendues aux surfaces 
coniques du second ordre : ces surfaces sont en effet coupées, 
par un plan qui ne contient pas leur centre, suivant une courbe 
du second ordre. 

Nous nous bornerons à indiquer ici les propositions suivantes: 

Etant donnés, dans une gerbe, une surface conique du second 
ordre et un rayon s non situé sur la surface, si l'on coupe celle-ci 
par autant de plans que l'on voudra, passant tous par le rajon s, 
et si l'on détermine : 

1° Dans chaque pLin, la droite qui est harmoniquement séparée 
de s par la surface conique; 

a** La droite commune aux deux plans qui touchent la sur- 
face suis^ant ses droites d'intersection ayec le plan sécant consi- 
déré; 

3® Dans tout tétraèdre inscrit à la surface conique, et dont les 
plans diagonaux sont deux que/conques des plans menés par s y les 
droites d'intersection des faces opposées; 

4® Les droites de contact des deux plans qu'on peut mener 
par s tangentiellement à la surface conique. 

Toutes ces droites sont situées dans un plan 2, qui passe par le 
centre de la gerbe et qui on appelle le plan polaire du rayon s 
par rapport à la surface conique considérée. 
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APPENDICE AUX CHAPITRES IX ET X. 

DIAMÈTRES ET CEHTBE8 DES GOÏÏBDES DU SEGOHD OBDBE. CAS PABTIGULIER 

DES THÉOBÉMES ftÉHÈRAUX (>). 



I. — Diamètres et centres. 

119. Des cordes parallèles [fig> 87 ), tracées à volonté dans une courbe 

du second ordre^ ont leurs milieux sur une même droite, qu'on appelle un 

diamètre de la courbe. 

Fig. 37. 
£n effety tous ces milieux, harmonique- 

ment sëparés, par la courbe , du point à l'in- 
fini des cordes parallèles, sont situés sur la 
polaire de ce point. La polaire de tout point 
à l'infini est donc un diamètre de la courbe 
du second ordre, 

120. Les tangentes aux extrémités d'un 
diamètre sont parallèles; car elles passent 
par le point à Tinfini, qui est le pôle du dia- 
mètre. 

Réciproquement : Quand deux tangentes sont parallèles, la corde de 
contact est un diamètre; car le pôle de cette droite est à Tinfini. 

121. Deux tangentes aux extrémités d'une corde se coupent en un point 
du diamètre relatif à cette corde; car ce point et le point à l'inGni de la corde 
sont réciproques. La corde est conjuguée au diamètre. 

122. La polaire du point d'intersection de deux diamètœs est située à 




(') Voir, en particulier : Chasles, Traité des sections coniques. Paris, 1863, 
Chap. VI. — Rbyc, Géométrie der Lage. HanDOver, 1866, p. 88-96. — Stacdigl, Lehr- 
buch der neueren Géométrie. Wien, 1870, p. i5a-i56. — Cbemoxa, Elementi di Geo" 
metria projet tiva, § ai. Torino, 1878. 
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d'sta.ice iHjliie. Toite au'rr dro i€ mtmée par et poîmt est itusà mt diamkit. 
Ce po'.nt ett le imlieu de cha^^me diamètre. 



Eq effet, k^ den diamètres oat lears p6les à riafini ( 120] ; par suite, U 
|K»bire d« le«r point d'îiiters«ctîno est à l^iiifiiû. 

Toute droite menée par ce point a donc son pôle à Finfini ; elle est par 
cnQ^eqneot aa diaoïècre. 

Qucan des deux diamètres rencootre b polaire en iu point à rinfini. Ce 
point est le coDJigué harmonique du point commnn d'intersection par rap- 
port aux ex!rémiUfS du diamètre. Le point d^intersecdon est donc le point 
milieu du diamètre. 

123. To'i^ 1er diamètres passent par un même point. 

Tojs les diamètres ont en eTet leurs pôles sur la droite ^ l'infini. Us pas- 
sent donc par le pôle de cette droite. 

121. On nomme centre d*une courbe du second ordre le point par lequel 
passent tous les diamètres de la courbe. On peut dire encore que le centre 
d'une courbe du second ordre est le p6le de la droite à l'infini de son plan. 



n. — Parabole. Hyperbole. Ellipse. 

125. Dans la parabole, tous les diamètres sont parallèles entre eux et 
par conséquent la courbe n'a pas de centre. 

En effet, la parabole a un point à l'infini et la tangente en ce point est la 
droite à l'infini (95). La polaire d'un point quelconque de cette tangente, 
polaire qui est un diamètre (119), passe par le point de contact (106, 108). 
Ainsi, tous les diamètres de la parabole passent par le point à l'infini de la 
courbe et sont par conséquent parallèles entre eux. La courbe n'a donc pas 
de centre. 

Les cordes perpendiculaires «i la direction commune des diamètres ont 
leurs milieux sur un diamètre. La courbe est symétrique par rapport à ce 
diamètre qui prend le nom d'axe de la parabole. Le j)oint où Taxe ren- 
contre la courbe est appelé sommet de la parabole. 

126. Si la courbe du second ordre est une hyperbole, elle est coupée par 
la droite à l'infini; dès lors ( 107) le centre est un point extérieur où con- 
courent les tangentes aux points à l'infini, c'est-à-dire les asymptotes. 

Si la courbe est une ellipse, la droite à l'infini ne la rencontre pas; par 
suite, le centre est un point intérieur. 
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III. — Diamètres conjagués. 

127. Deux diamètres, tels que le pôle de l'un se trouve sur l'autre, sont 
dits conjugués ( ^ ). Ces pôles sont à l'infini ; d'où il suit que chacun des deux 
diamètres est te lieu des milieux des cordes parallèles à l'autre» En effet, ces 
cordes, passant par un même point à l'infini, ont leurs milieux sur la po- 
laire de ce point, c'est-à-dire sur le diamètre conjugue. 

128. La polaire d'un point quelconque A, pris sur un diamètre, est pa^ 
rallèle au diamètre conjugué. 

Car cette polaire passe par le pôle du diamètre sur lequel est le point A 
(108), c'est-à-dire par le point à l'infini du diamètre conjugue. La polaire 
est donc parallèle à ce diamètre conjugué. Il suit de là que la corde menée 
par le point A, parallèlement à la polaire, a son milieu en ce point. 

129. Les tangentes menées par les extrémités d'un diamètre sont paraJc 
lèles au diamètre conjugué* 

Leur point de rencontre, situé à Tinfini, est en effet le pôle du premier 
diamètre (120) ; ce point est donc sur le diamètre conjugué. 

1 30. V Dans tout parallélogramme inscrit à une courbe du second ordre, 
les côtés sont parallèles à deux diamètres conjugués. 

^i® Dans tout parallélogramme circon- p. ^g 

fcrit à une courbe du second ordre, les q\ 

diagonales sont deux diamètres conju- 
gués. 

1® Les diagonales du parallélogramme 
inscrit et celles du parallélogramme cir- 
conscrit sont des diamètres de la courbe, 
car leur point d'intersection a pour polaire 
la droite à l'infini (105, 12i). Si nous 
menons par ce point d'intersection deux 
[larallèles /7, q [fig, 38) aux côtés du pa- 
rallélogramme inscrit, chacune des droites p et q passe par le milieu des 




(') Les principales propriétés des diamètres conjugués étaient déjà connues d'ApoL- 
LOxics. Nous nous bornerons à citer ici les deux beaux théorèmes contenus dans les 
propositions iî, i'?, 3o, 3i du Livre VIÎ. 
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c6tés qui sont parallèles à Tautre : p et q sont donc deux diamètres conja- 
gués (127). 

7? Les pôles des quatre côtés du parallélogramme inscrit sont situés sur 
les diamètres p et q (121). En d'autres termes, p et q sont les diagonales 
du quadrangle circonscrit dont les côtés touchent la courbe aux sommets 
du parallélogramme inscrit. Ce quadrangle circonscrit est aussi un parallé- 
logramme, puisque les tangentes aux extrémités d'un diamètre sont paral- 
lèles (120). 

131. On peut encore énoncer de la manière suivante la proposition (i^j 
du numéro précédent : 

Deux cordes menées d'un point quelconque d'une ellipse ou d'une hypep- 
hole au.r extrémités d'un diamètre sont parallèles à deux diamètres con- 
fugués de la courbe. 

Dès lors, si Ton se donne les directions de deux couples de diamètres con- 
jugués et un point P d'une courbe du second ordre, on peut déterminer 
facilement cinq autres points de la courbe. 

On mène le diamètre qui passe par le point donné P et Ton détermine le 
second point de rencontre Q de ce diamètre avec la courbe, en se fondant 
sur ce que le centre est le milieu de PQ. Sur PQ comme diagonale on con- 
struit deux parallélogrammes dont les côtés soient parallèles respectivement 
à chacun des deux systèmes de diamètres conjugués. Les deux couples de 
nouveaux sommets de ces parallélogrammes sont quatre nouveaux points de 
la courbe du second ordre. 

pj^ 3g On obtient avec la même facilité cinq tangentes à 

une courbe du second ordre, quand on connaît déjà 
deux couples de diamètres conjugués et une tangente. 

132. Si la courbe du second ordre proposée est 
un cercle, c'est-à-dire le lieu du sommet d'un angle 
droit AMB [fig. Sg), dont les côtés AM, BM pivo- 
tent autour de deux points fixes A et B, les côt^ 
mobiles engendrent deux faisceaux égaux et, par 
suite, projectifs (59). La tangente en A est donc le 
rayon du premier f.iisceau qui correspond au rayon 
BA du second (73). Cette tangente doit, dès lors, 
faire avec BA un angle droit. La tangente en B sera 
{pareillement perpendiculaire à AB. Les tangentes en 

A et B étant parallèles, AB est un diamètre, et le point 0, milieu de AB, 

est le centre de la courbe proposée (123, 124). 
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AB étant un diamèlre, les droites AM, BM suront, pour toutes les posi- 
lioni de H, les directions de deux diamètres conjugués (130). Donc, deiu: 
diamètm conjuguas du cercle sont toujours perpendiculaiivs entre eux. 

Comme les diagonales de tout parallélogramme circonscrit au cercle sont 
deux diamètres conjugués, elles se coupent à angle droit. Tout parallélo- 
gramme circonscrit au cercle est donc un losange. 

Dans le losange, la distance de deux côtés opposés est égale à b distance 
des deux autres côtés; dès lors, si dans le losange circonscrit nous mainte- 
nons deux côtés fixes en faisant varier les deux autres, nous pourrons con- 
clure que la distance de deux tangentes jiarallèies est constante. 

La distance de deux tangentes parallèles est mesurée par la droite qui 
joint leurs points de contact, car cette droite, qui est un diamètre, coupe k 
angle droit le diamèlre conjugué et les tangentes qui lui sont parallèles; 
donc tous les diamètres du cercle sont égaux. 

Les diagonales de tout parallélogramme inscrit étant des diamètres et tes 
diamètres étant tous égaux, tous les parallélogrammes inscrits sont des rec- 



IV. - 



Axes flt lommets. 



133. Quand deux diamètres conjugués d'une courbe du second ordre sont 
rectangulaires, on leur donne le nom d'axes; on appelle commets les points 
où la courbe est rencontrée par les axes. 

134. Un axe peut encore être défini comme un diamètre de la courbe 
dn second ordre, perpendiculaire aux cordes qui lui sont conjuguées et 
qu'il divise en parties égales. Tout axe divise une 
courbe du second ordre en deux parties symétriques. 



Fis. 40. 



135. Pour constniire les axes d'une hyperbole ou 
d'une elfipse, on procède de la manière suivante : 

Sur un diamèlre AB de la courbe (Jig. jo) et de 
son centre, on décrit un cercle qui coupe les tan- 
gentes et la courbe elle-même aux extrémités A et B. 
Cbacun des deux demi-cercles séparés par le dia- 
loitre est en partie à l'intérieur de la courbe, en 
partie 11 l'extérieur, et coupe dès lors la courbe en 
un point. Les quatre points d'intersection du cercle 
avec la courbe sont les sommets d'un rectangle in- 
scrit, aux rôles duquel les axes cherchés sont parallèles. 

Il résulte de cette construction que l'ellipse et l'hyperbole ont deux axes. 
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L'hyperbole est coupce par un seul de ses axes en deux sommets. L'ellipse 
a quatre sommets, car elle est coupée par ses deux axes. La parabole n'a 
qu'un sommet propre, car elle est coupée la seconde fois par son axe au p(MOt 
à l'infini. 

1 36. Deux droites conjuguées sont harmoniquement séparées parles deax 
tangentes qui peuvent être menées de leur point d'intersection à la courbe 
du second ordre (112). Donc : 

Deux diamètres conjugués de l 'hyperbole sont harmoniquement séparés 
par les asymptotes. 

Un seul de ces diamètres coupe la courbe. 

Les axes de V hyperbole sont les bissectrices des angles formés par les 
asymptotes (36). 

Les asymptotes limitent, sur toute droite parallèle à l'un des deux dia- 
mètres conjugués, un segment dont le milieu est sur l'autre diamètre (36). 
Si la droite coupe la courbe, ou si elle la touche, le point milieu de la corde, 
ou le point de contact de la tangente, coïncide avec le milieu du segment 
(127). Donc : 

Les deux segments de toute sécante à une hyperbole, compris entre la 
courbe et ses deux asymptotes, sont égaux. 

Cette propriété permet de construire très-simplement l'hyperbole, quand 
on donne les asymptotes et un point propre. On peut trouver, en effet, 
le second point de la courbe, situé sur toute sécante qui passe par le point 
donné. 

Le segment d'une tangente à l'hyperbole compris entre les asymptotes est 
divisé en deux parties égales par le point de contact, 

V. — Hyperbole équilatère. 

137. On dit qu'une hyperbole est équilatère quand ses asymptotes sont 
perpendiculaires entre elles. 

L'hyperbole équilatère présente, à certains points de vue, quelque ana- 
logie avec le cercle. En effet, le cercle est engendré par deux faisceaux de 
rayons égaux et projectifs concordants (48), et l'hyperbole équilatère peut 
être considérée comme engendrée par deux faisceaux de rayons égaux et 
projectifs opposés. Toutefois, l'hyperbole équilatère peut encore être en- 
gendrée par deux faisceaux projectifs quelconques, et il n'en est pas de 
même du cercle. 
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VI. — Propriété de la parabole et de lliyperbole. 

138. La droite qui joint le milieu D [fig, 40 d'une corde parabo- 
lique AB au point d'intersection C des tangentes en A et B est un dia- 
mètre de la parabole. Cette droite est, en 

effet, la polaire'du point à Tinfini de AB ( 1 19] . Fig. 4 1 . 

Mais G et D sont barmonîquement scfparrs 

par les deux points d'intersection de CD avec 

la parabole et l'un de ces points est à l'infini ; 

l'autre E divise donc le segment CD en deux 

parties égales. En d'autres termes : 

La droite qui joint le pôle d'une corde 
parabolique au milieu de cette corde est di~ 
pisée en deux parties égales par la parabole» 

On reconnaît de la même manière que : 

Dans une hyperbole, les deux droites, menées, parallèlement aux asym- 
ptotes, d'un point quelconque du plan h la polaire de ce point, sont divisées 
par la courbe en deux parties égales. 

VII. — Tangentes à la parabole. 

139. Deux tangentes quelconques, uet u^à une courbe du second ordre, 
sont coupées par toutes les autres suivant deux ponctuelles projectites (90), 
et au point commun de u et de Ui correspond, dans chaque ponctuelle, le 
point de contact» 

Si la courbe est une parabole, les deux ponctuelles u et Ui sont projectives 
semblables (57), car leurs points d'intersection avec la tangente à l'infini de 
la parabole se correspondent entre eux. Soient C et Ci ces points à l'infini. 

On a 

CB _ C,B^_ 

CD-" c.b,-'* 

et de l'égalité (4) (52) il résulte 

AB _ A|B| 
AD ~ AjDi' 

Deux tangentes u et u^à une parabole sont donc divisées pmportionnelle» 
ment par les autres tangentes AA|, BBj, DDi, .... 
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Vni. — Asymptotes de llisrperbole. 

l&O. Soient u et Uj (fig, 4^ j ^^^ asymptotes d*une hyperbole, C le point 
de contact à Tinfini de u, Aj celui de u^. Les points C| et A, qui corres- 
pondent aux prëcëdents, « sont à l'inter- 
section des asymptotes. On a donc, dans 
l'ëquation (4) (52) 

et par conséquent 

AB _ , CiB| 
Âï) ■" ' ' C| U, 




ou 



AB.CiRi =r AD.CjD,. 



En multipliant les deux membres de cette dernière équation par le sinus 
de l'angle compris entre les asymptotes, nous obtenons, de part et d'autre, 
le double de l'aire des deux triangles que les asymptotes forment avec les 
deux tangentes BB| et DDf. Donc : 



Fig. 43. 




Les triangles formés par les asymptotes d'une 
hyperbole et par deux tangentes quelconques à 
la courbe ont des aires égales. 

Si P est le point de contact de la tangente BBi, 
nous avons ( 136 ) 

BP=:PBi. 

Menons par P une parallèle PQ à ii| et appe- 
lons Q son point de rencontre avec u ; nous au- 
rons évidemment 



QP ou j z= ; C, Bt et AQ ou X — 1 AB. 

Le produit AB.CiBi ne changeant pas de valeur, quelle que soit la posi- 
tion de la tangente BB|, le produit xy reste aussi constant, quelle que soit 
la position du point P sur l'hyperbole. 
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ES. — Tangentes à Tellipse et à rhjrperbole. 

l&l, Soient u et u^ [fig, 4^) ^^^ux tangentes parallèles à une ellipse ou 
à une hyperbole, A et Ci les points de contact respectifs de ces tangentes. 
Les points Ai et C, qui correspondent aux précédents, coïncident avec le 
point d'intersection de u et de Ui à l'infini, et dans Tëquation (4) (52), on 

a de nouveau 

CB A,Bi 

— - = I et --V^ ~ I 

CD AjDi 

et par conséquent 

AB.CiB,— AD.CiDj. 
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CHAPITRE XI. 



SUBTAGES DOUBLEMEIT BECTOIfilES (^). 



Stbi!IEB, Sjrstematiscke Entwickelung, etc. Berlin, i83a, p. 183-aio. — Ghasles, Apem 
historique, etc. Bruxelles, 1837, Note IX. — Stacdt, Géométrie der Loge. 
Nûrnberg, 1847, P* 56-57, S ^5* — Beliaviti», Lezioni di Geometria descrittifa. 
Padova, i85i, p. 89-97. — Cebmoîïa, Preliminari di una teoria geometrica dette ta- 
perjicie. Bologna, 1866, § a3, ajj, a6, 4®. — Rbtb, Die Géométrie der Loge, Hio- 
nover, 1866, p. 96-ioa. — Staudigl, Lehrbuch der neueren Géométrie, etc. Wien, 
1870, p. 293-300. — FiEDLEB, Die darstellende Géométrie, Leipzig, 1871, § 91-93. 



I. — Formes engendrées par les éléments correspondants de deux 
formes fondamentales simples projectiTOS. 

142. Pour épuiser les recherches relatives aux formes qui peu- 
vent être engendrées par les éléments correspondants des formes 
fondamentales simples projectives, il nous reste à considérer ces 
formes quand elles sont situées d'une manière quelconque dans 
l'espace. Les trois formes que nous connaissons peuvent, à ce point 
de vue, se trouver dans l'un des six cas suivants : 

1° Une ponctuelle et un faisceau de plans; 

7? Deux faisceaux de rayons ; 

3° lin faisceau de plans et un faisceau de rayons; 

4** Un faisceau de rayons et une ponctuelle ; 

5® Deux ponctuelles; 

6® Deux faisceaux de plans. 



(') Nous empruntons à Bellavitis {Lezioni di Geometria descrittiva, Padova, i85i, 
p. 90) cette dénomination qui a l'avantage de rappeler, arec plus de précision, la 
double génération de cette catégorie de surfaces du second ordre. On nomme encore 
gobbe en italien les surfaces non déreloppables engendrées par le mouvement d'une 
droite. On les appelle en français surfaces réglées ou surfaces gauches et en allemand 
Regeljlàchen ou windschiejen Flàchen. 
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1® Une ponctuelle et un faisceau de plans qui lui est projectif 
n'engendrent, en général, aucune forme nouvelle, puisqu'un point 
de la ponctuelle ne détermine pas immédiatement un troisième 
élément avec le plan correspondant du faisceau. 

2® Deux faisceaux projectifs de rayons, situés d'une manière 
quelconque dans l'espace, n'engendrent (au moins immédiate- 
ment) aucune forme nouvelle, puisque deux rayons correspon- 
dants quelconques ne sont généralement pas situés dans le même 
plan et n'ont dès lors aucun point commun. 

3** Un faisceau u de plans et un faisceau S de rayons, projectif 
au premier, engendrent la ponctuelle ou la courbe du second ordre 
qui seraient engendrées par le faisceau S et par le second faisceau 
de rayons suivant lequel u est coupé par le plan de S ; le point 
d'intersection d'un plan quelconque de u et du rayon correspon- 
dant du premier faisceau S, est en effet situé sur le rayon corres- 
pondant du second faisceau. 

4® Un faisceau S de rayons et une ponctuelle u, projective à ce 
faisceau, engendrent le faisceau de plans du premier ou du second 
ordre qui serait engendré par S et par le second faisceau de rayons 
au moyen duquel u est projetée du centre S ; le plan qui joint un 
point quelconque de u au rayon correspondant du premier fais- 
ceau passe aussi, en effet, par le rayon correspondant du second 
faisceau. 

Mais on obtient de nouvelles formes si l'on considère, d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace, deux ponctuelles projectives ou 
deux faisceaux projectifs de plans (5** et 6**). 

n. — Génération des snrfaces doublement rectilignes. 

143. Soient u et u^ deux ponctuelles projectives non situées 
dans un même plan. Le système continu des droites qui joignent 
les couples de points correspondants constitue une surface courbe. 
Cette surface doit à l'une de ses propriétés caractéristiques le nom 
de surface doublement rectiligne. 

144. Deux droites quelconques du système continu de généra- 
trices d'une surface doublement rectiligne ne sont jamais dans un 
même plan. 
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En effet y le plan qui contiendrait deux de ces droites contien- 
drait deux points de chacune des ponctuelles u et u^ et par suite 
ces ponctuelles elles-mêmes, ce qui est contre l'hypothèse. 

La surface doublement rectiligne engendrée par un sjrstème 
V de droites peut aussi l'être par un second système U, et toute 
droite de l'un des systèmes est coupée par chaque droite de l'autre. 

Soient, en effet, Vj y^ , t'a trois rayons quelconques du système V, 
qui joignent chacun deux points correspondants de u et deif|,et 
soit U2 une droite qui rencontre ces trois rayons. Projetons les ponc- 
tuelles u et u^ de Taxe U2. Nous obtenons ainsi deux faisceaux pro- 
jectifs de plans qui ont trois plans unis, 1/3 ç^, 1/2 ^i, 2/2(^27 et par 
conséquent tous leurs plans unis (43). Deux points correspondants 
quelconques de u et de t/| sont dès lors situés dans un même plan 
du faisceau u^ ; en d'autres termes, la droite u^ est coupée par tout 
rayon du système V. U en est de même pour toute autre droite mj 
qui rencontre les trois rayons ç», Vi, ^2* Le système U de droites 
est donc composé de toutes les droites qui coupent trois rayons 
quelconques du système V. De même, le système V est formé de 
toutes les droites qui coupent trois rayons i/, iX|, 1/2 du système U. 

Toute droite d'un système est dite directrice de l'autre; chacun 
des deux systèmes est directeur de l'autre. Donc : 

Une sur/ace doublement rectiligne peut être engendrée de 
deux manières par une droite qui se meut en s' appuyant sur trois 
droites Jîxes, telles que deux quelconques d* entre elles ne soient 
jamais dans un même plan. 

Les trois droites fixes sont des directrices du système décrit par 
la droite mobile. Celle-ci rencontre une fois chacun des points de 
toute directrice et se trouve une fois dans chacun des plans qu'on 
peut faire passer par toute directrice. 

Il résulte immédiatement de la démonstration précédente que : 



Tout point situé sur un rayon de 
l'un des systèmes est aussi sur un 
rayon de l'autre. 



Tout plan passant par un rayon 
de l'un des systèmes contient aussi 
un rayon de l'autre. 



145. Deux faisceaux projectifs de plans, dont les axes u et Ui 
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ne sont pas dans un même plan, engendrent une surface double- 
ment rectiligne, qui est. le lieu des droites communes aux couples 
de plans correspondants. 

Les faisceaux u et i/f coupent respectivement les droites Ut et u 
suivant deux ponctuelles projectives et toute droite située dans 
deux plans correspondants des deux faisceaux réunit deux points 
correspondants des deux ponctuelles ; donc les deux faisceaux et 
les deux ponctuelles engendrent la même surface doublement rec- 
tiligne. 



III. — Propriété d'un système de droites. 



146. Un système de droites est 
coupé, par deux quelconques de ses 
directrices, suivant des ponctuelles 
projectivesm 



Un système de droites est projeté, 
de deux quelconques de ses direc" 
trices, au moyen de faisceaux pro- 
jectifs de plans» 



Soient, en effet (à gauche), çv, çV|, W2 trois directrices du 
système, c'est-à-dire trois droites qui ont chacune un point com- 
mun avec chaque génératrice. On obtient autant de rayons qu'on 
veut du système de génératrices , soit en faisant passer une suite 
de plans par W2 et enjoignant, dans chacun de ces plans, les deux 
points d'intersection qu'il détermine sur w et (V| , soit en prenant 
une suite de points sur W2 et en cherchant les droites d'intersection 
des couples de plans que ces points déterminent avec w et ÇV|. Le 
système de génératrices est ainsi coupé par les directrices fV| et w% 
suivant deux ponctuelles qui sont perspectives au faisceau w^ de 
plans et par conséquent projectives. Le même système est projeté 
de w et de W\ au moyen de deux faisceaux de plans qui sont per- 
spectifs à la ponctuelle w^ et par conséquent projectifs. 

IV. — Ëléments harmoniques. 

147. Quatre génératrices d'un même système sont dites harmo- 
niques quand elles sont coupées par une directrice en quatre points 
harmoniques. 

Deux directrices, çv, W\ , sont coupées par le système de géné- 
ratrices suivant deux ponctuelles projectives (146); dès lors : 
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Si quatre génératrices rencontrent w en quatre points harmo- 
niques, elles rencontreront toutes les autres directrices en quatre 
points harmoniques. 

Les quatre plans qui projettent de W\ les quatre génératrices 
considérées sont harmoniques, car ils sont rencontrés par w en 
quatre points harmoniques; donc, quatre génératrices hamuh 
niques sont projetées d'une directrice quelconque par quatre plans 
harmoniques. 

Trois rayons a^ h, c, dont deux quelconques ne sont pas dans 
un même plan, déterminent un quatrième rayon harmonique (f, 
qui est séparé de Tun des trois premiers, de b par exemple. Si, 
sur Tune quelconque des droites qui coupent les trois rayons 
donnés, nous déterminons le quatrième point harmonique aux 
trois points d'intersection, ce quatrième point sera sur d. En gé- 
néral, d est un quatrième rayon du système de droites auquel 
appartiennent les rayons a, 6, c, et il est, dans ce système, harmo- 
niquement séparé de h par a et c. 

V. — Plan tangent. 

148. Quand une droite a plus de deux points communs avec 
une surface doublement rectiligne, elle appartient entièrement 
à la sur/ace. 

En effet, cette droite, rencontrant plus de deux génératrices 
d'un même système, est une directrice de ce système et appartient 
par conséquent à l'autre. 

Un plan coupant la surface suivant une droite u d'un système, 
et par suite aussi suivant une droite v de Vautre, ne peut contenir 
aucun point P de la surface, qui ne soit situé sur u ou sur v. 

Car, s'il en était autrement, toute droite menée par le point P 
et coupant chacune des droites li et ç^ en un point appartiendrait 
à la surface, c'est-à-dire que le plan tout entier coïnciderait avec la 
surface, ce qui est absurde. 

Une transversale menée arbitrairement dans le plan des droites u 
et t^ rencontre ces droites, et par conséquent la surface, en deux 
points : ces points coïncident quand la transversale passe par 
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Tin lersec lion uv ; donc : toute droite menée dans le plan par le 
point uv est tangente en ce point à la surface, ce qui revient à dire 
que : 

Tout plan contenant une droite u de lun des systèmes et une 
droite v de loutre est tangent à la surface au point uv. 

i49. Le nombre des plans tangents quon peut mener à la sur- 
face par une transversale est égal au nombre des points de ren- 
contre de la transversale avec la surface. 

En effet, chacun de ces plans tangents contenant une génératrice 
de l'un des systèmes (et une de l'autre ), la transversale aura un 
point commun avec la génératrice considérée. Mais deux points de 
cette sorte ne peuvent pas coïncider, car deux génératrices du même 
système ne sont jamais situées dans un même plan ; donc, si plus 
de deux pla^is tangents se coupaient sur la transversale, cette 
droite aurait plus de deux points communs avec la surface et serait 
par conséquent tout entière dans la surface (148). 



VI. — Propriétés inhérentes à la génération des surfaces 

doublement rectilignes. 



150. Un système de droites est 
coupé par tout plan 2, qui ne con^ 
tient aucun rayon ^ suivant une courbe 
du second ordre. 

Tous les plans qui touchent la sui^ 
face rectilignc aux points d'une telle 
courbe forment un faisceau de plans 
du second ordre. 



Un système de droites est projeté 
de tout point S, qui n'est situe sur 
aucun rayon, suivant un faisceau de 
plans du second ordre. 

Tous les points où la surface rec- 
tilignc est touchée par les plans d'un 
tel faisceau sont situés sur une 
courbe du second ordre. 



La surface doublement rectillgne étant considérée comme en- 
gendrée par deux faisceaux projectifs de plans, si Ton coupe ces 
plans par un plan transversal quelconque 2, on obtient sur ce der- 
nier deux faisceaux projectifs de rayons, et chaque point d'inter- 
section de deux rayons correspondants de ces faisceaux est situé 
sur un rayon du système. 

La surface doublement rectiligne étant, d'autre part, considérée 
comme engendrée par deux ponctuelles projectives, si l'on projette 

9 
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ces ponctuelles d^un point quelconque S, on obtient deux faisceaux 
de rayons projectifs concentriques, et tout plan de jonction de deux 
rayons correspondants de ces faisceaux passe par un rayon de la 
surface doublement recliligne. 

On a ainsi démontré la première partie (à droite et à gauche) 
des deux propositions énoncées. 

Pour démontrer la seconde partie de la proposition à droite, 
faisons passer un plan par trois des points de contact. Ce plan 
coupe le faisceau de plans suivant un faisceau de rayons du second 
ordre, dont les trois points choisis sont des points de contact, et 
qui enveloppe une courbe du second ordre. Mais cette courbe est 
identique à celle suivant laquelle la surface rectiligne est coupée 
par le plan, car les deux courbes ont en commun les trois points 
de contact et leurs trois tangentes. 

On démontrerait la seconde partie de la proposition à gauche 
d^une manière tout à fait analogue, en faisant passer par le point 
d'intersection de trois plans tangents quelconques tous les plans 
tangents à la surface rectiligne. 



VII. — Hyperboloide simple et paraboloide hyperbolique. 
Cône asymptote et plan asymptote. 

151. On donne à la surface doublement rectiligne le nom dVy- 
perboloïde simple ou à^hjperboloïde à une nappe, quand aucune 
de ses droites nVst située à distance infinie ; la surface est alors 
coupée par le plan à Tinfini suivant une courbe du second ordre. 

Si le plan à l'infini contient une génératrice de l'un des sys- 
tèmes, et par conséquent aussi une génératrice de l'autre système, 
c'est-à-dire si le plan à l'infini est tangent à la surface, celle-ci 
prend le nom Ae paraboloide hyperbolique (* ). 



(*) La double génération de l'hyperboloïde à une nappe et du paraboloide hyper- 
bolique par une droite mobile a été exposée pour la première fois par Momge et par 
Hachette {Journal de l'École Polj-technique^ t. I, p. 5). Cette propriété de Thypcr- 
boloide ne fut démontrée d*abord, et pendant longtemps, que par l'Analyse. Chasles, 
le premier, en a donné une démonstration géométrique, quand il était encore élève à 
l'École Polytechnique (voir VallAe, Traité de Géométrie descriptive^ p. 86, et Lebot, 
Traitéde Géométrie descriptive, p. 367). Quand nous disons que la double génération 
de l'hyperboloïde aune nappe est due aux géomètres précités, nous n'entendons parler 
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152. Chacun des systèmes de droites du paraboloïde hyperbo- 
lique ayant une droite à Tinfini, les ponctuelles projectives, suivant 
lesquelles les droites d'un système rencontrent deux droites quel- 
conques de l'autre, sont semblables (57). 

Un paraboloïde hyperbolique est encore décrit par une droite 
qui se meut en s'appuyant sur deux droites u et M| (non situées 
dans le même plan) et en restant parallèle à un plan fixe, qui ne 
contient pas les directions de u et de u^ . 

En effet, la droite mobile rencontrera non-seulement u et i/|, 
mais encore la droite à l'infini du plan donné; elle engendrera 
donc une surface rectiligne qui contiendra un rayon, et par suite 
un second rayon à l'infini. 

LtC paraboloïde hyperbolique est en général coupé suivant une 
hjrperbole par tout plan qui ne passe par aucun rayon; il est coupé 
suivant une parabole dans le cas seulement oit le plan contient une 
direction parfaitement déterminée. 



que de lliyperboloîde à axes inégaux, car la double génération, par une droite, de 
Thyperboloîde de ré?o1ution à une nappe, est due à Wiie?i. Ce géomètre la fit con- 
naître par une Note très-courte, insérée dans les Philosophical eransactions ( 1669, 
p. 961) sous le titre: Generatio corporis cilindroidis hjrperbolici^ elaborandis lentibus 
hjrperboUcù eu:commodati,'W%s% indique dans cette Note l'usage qu'on pourra faire du 
mode de génération par une droite, pour la construction des lentilles hyperboliques. 

Kn 1698, Parent a aussi trouvé cette propriété de l'hyperboloïde de révolution et il 
l'a démontrée dans deux Mémoires différents, par l'Analyse et par de simples considé- 
rations de Géométrie {Essais et recherches de Mathématiques et de Physique, t. II, p. 645, 
et t. III, p. 47^)* Cette propriété, que n'ont pas les autres surfaces engendrées par la 
réyolution d'une conique autour d'un de ses axes principaux, fait dire à Pare!<t que 
l'hyperboloïde à une nappe est la plus complète de ces surfaces, puisqu'on y peut 
faire six sections différentes qu'il spécifie. Ce géomètre appelle cette surface cylindrdide 
hyperbolique, de même que Wren, et se sert aussi de sa propriété d'être engendrée 
par une droite, pour la construction, sur le tour, des moules hyperboliques propres k 
la dioptrique. 

Saovkcr avait aussi démontré cette propriété de l'hyperboloïde de révolution, ainsi 
que plusieurs autres propositions concernant les volumes et les surfaces des conoïdes, 
dont Parert avait communiqué les énoncés à ce géomètre {Essais et recherches de 
Mathématiques et de Physique, t. III, p. 626). Voir Chasles, Aperçu historique, etc. 
Bruxelles, 1887, p. ^^i-^l^i. 

On irouye encore une remarquable démonstration de la double génération de l'hy- 
perboloïde à une nappe, au moyen d'une droite, dans un Mémoire de Coriolis inti- 
tulé : Sur la théorie des moments considérés comme analyse des rencontres des lignes 
droites (XXIV* Cahier du Journal de V École Polytechnique). Voir aussi, au sujet de 
la convenance des noms choisis pour désigner ces surfaces : Mûller, Beitràge zur 
Terminologie der griechischen Mathentatiker, Leiptig, 1860, p. S;. 

9- 
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La courbe d^intersection du second ordre passe, en effets par les 
deux points où les droites à Tinfini de la surface sont rencontrées 
par tout plan sécant qui ne contient aucun rayon; et ces deux 
points ne coïncident que si le plan passe par le point commun aux 
deux droites à TinCni. 

153. Uhyperholoïde simple n'est pas touché, comme le para- 
boloïde hyperbolique, par le plan à t infinit mais il est coupe par 
ce plan suivant une courbe du second ordre (151 ). 

Tous les plans tangents aux points à Tinfini de Thyperboloïde 
sont, d'après cela, des plans propres qui se coupent en un point S 
et forment un faisceau de plans du second ordre (150). La surface 
conique S, enveloppée parce faisceau, peut être considérée comme 
tangente à Thyperboloïde tout le long de sa section àTinfini. Celle 
surface est nommée cône asjmptote. Chaque rayon (généralrice) 
du cône asymptote est parallèle au rayon de chacun des deux 
systèmes de droites qui contient son point à Tinfini. 

Un plan quelconque, ne passant par aucun rayon de l'hjper- 
boloïde simple, le coupe suivant une hyperbole, suivant une pa- 
rabole ou suivant une ellipse, selon qu'il rencontre la courbe à 
t infini de l'hyperboloïde en deux points, ou en un point, ou qu'il 
ne la rencontre pas; ou, ce qui revient au même, selon qu'il est 
parallèle à deux rayons ou à un rayon du cône asymptote, ou qu'il 
n'est parallèle à aucun de ces rayons. 

154. Si, par un point donné quelconque, on mène des paral- 
lèles aux rayons d'un système de droites, ces parallèles forment un 
plan ou une surface conique du second ordre, selon que le système 
de droiles appartient à un paraboloïde hyperbolique ou à un hy- 
perboloïde simple. Dans le premier cas, le plan est appelé plan 
asymptote ( * ) . 



(*) Les modes de génération indiqués ne sont pas les seuls qui puissent conduire 
aux surfaces rectilignes ; pour le paraboloïde en particulier, les modes de génération 
se multiplient quand on considère cette surface comme engendrée par le mouvement 
d'hyperboles ou de paraboles. Voir Steimkb, Sjrstematische Entwichelttng, etc. Berlin» 

l833, p. 310. 
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APPENDICE AU CHAPITRE XI. 

CAS PARTICULIER (^). 



Paraboloîde hyperbolique éqnilatère. 

15&. Le paraboloîde hyperbolique présente un cas particulier qui est au 
cas général ce que Thyperbole équilatère est à l'hyperbole ordinaire. Ce 
cas est celui où les plans asymptotes des deux systèmes de droites généra- 
trices du paraboloîde hyperbolique sont perpendiculaires entre eux. On dit 
alors que la surface rectiligne est un paraboloîde hyperbolique équilatère. 

Les deux ponctuelles projectives semblables qui engendrent (152) le 
paraboloîde hyperbolique doivent, en ce cas, être disposées, dans l'espace, 
de £içon à rester perpendiculaires à un même rayon de projection. 

Si l'on considère la surface comme engendrée par deux faisceaux pro- 
jectifs de plans, l'un de ces faisceaux sera formé de plans parallèles, et Taxe 
de l'autre faisceau sera parallèle à ces plans. 



(*) Stbiiibi, Sjrstematische Entwickelung, etc. Berlin, i832, p. 3io-3i3. 
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CHAPITRE XII. 



FEOJEGTiVlTÉ DS8 F0IMB8 ÉLtHEITAIBES. 



Stei!<er, Sj'stematische Entwickelung, etc. Berlin, iSSa, n* Sg. — Stacdt, Beitràge zur 
Géométrie der Loge, Nûrnberg, i856, $ 1. — Rbtc, Die Géométrie der Loge. Hao- 
nover, i86C, p. i03-ii5. 



I. — Ênamération des formes élémentaires. 

156. Nous avons vu (62, 63, 145) que les formes fondamentales 
simples projectîves engendrent cinq formes du second ordre, sa- 
voir : la courbe du second ordre, le faisceau de rayons et le faisceau 
de plans du second ordre, la surface conique du second ordre et le 
système de droites génératrices d'une surface doublement recti- 
ligne. Il convient de réunir ces cinq formes du second ordre et les 
trois formes fondamentales simples sous la dénomination com- 
mune de formes élémentaires. 

Les formes élémentaires comprennent donc : 

Deux formes de points : la ponctuelle et la courbe du second 
ordre ; 

Deux formes de plans : les faisceaux de plans du premier et du 
second ordre ; 

Quatre formes de rayons : les faisceaux de rayons du premier et 
du second ordre, la surface conique du second ordre et le système 
«le droites génératrices d'une surface doublement rectiligne. 

Ces formes élémentaires peuvent être rapportées entre elles do 
la même manière que les formes fondamentales. 

n. — Formes élémentaires projectives. 

157. Nous avons dit, pour chacune des formes considérées, 
ce qu'on doit entendre par groupe de quatre éléments harmo- 



FORMES ÉLÉMENTAIRES PERSPECTIVES. l35 

niques. Nous pouvons donc étendre aux formes élémentaires la 
définition de projectivité des formes fondamentales (41) et dire : 

Deux formes élémentaires sont projectwes quand elles sont 
rapportées entre elles, de telle manière que quatre éléments har- 
moniques de l'une correspondent à quatre éléments harmoniques 
dans l'autre. 

Il résulte immédiatement de cette définition que deux formes 
élémentaires sont projectives entre elles si chacune d'elles estpro- 
j active à une troisième forme. 



III. — Formes élémentaires perspectives. 

158. La notion de perspectivité des formes fondamentales 
simples peut aussi être étendue aux formes élémentaires en général. 

Deux formes élémentaires projectiy^es d'espèces différentes sont 
dites perspectives quand tout élément de tune est situé sur l'élé- 
ment correspondant de t autre. 

Par exemple, une courbe du second ordre est perspective à une 
surface conique qui la contient, si à tout rayon de la surface cor- 
respond le point de la courbe situé sur ce rayon. 

Une courbe du second ordre est projetée, de Tun quelconque 
de ses points, au moyen d'un faisceau de rayons qui lui est per- 
spectif. Un faisceau de rayons du second ordre est coupé, par l'un 
quelconque de ses rayons, suivant une ponctuelle qui lui est per- 
spective. Un système de droites génératrices d'une surface dou- 
blement rectiligne est coupé dans les mêmes conditions par l'une 
quelconque de ses directrices, et ainsi de suite. 

Deux formes élémentaires, dont l'une est ainsi engendrée au 
moyen de l'autre, sont projectives; car à quatre éléments harmo- 
niques quelconques de l'une correspondent quatre éléments har- 
moniques dans l'autre. 

Si à chaque point de la courbe du second ordre correspond la 
tangente en ce même point, la courbe est rapportée perspective- 
ment au faisceau de rayons qui l'enveloppe , et quatre points 
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harmoniques de la courbe sont les points de contact de quatre 
rayons harmoniques du faisceau. Par suite : 

Deux courbes du second ordre sont projectiles, si les deux 
faisceaux de rajons qui les ens^eloppent sont projectifs. 



IV.— Relation entre les formes du second ordre et les formes fonda- 
mentales simples projectives qni les engendrent. 

1S9. Une forme du second ordre est engendrée par deux formes 
fondamentales simples projectives entre elles. Ces deux formes 
fondamentales sont elles-mêmes projectives et perspectives à la 
forme du second ordre, pourvu qu'un élément quelconque de 
celle-ci soît assigné comme correspondant aux deux éléments qui 
l'engendrent. 

Quand deux formes du second ordre sont projectix^es, chacune 
des formes de la première espèce qui engendrent l'une est pro- 
jectis^e à chacune de celles qui engendrent t autre. 

Les deux formes projectives du second ordre sont, en effet, 
respectivement perspectives aux deux formes de la première espèce, 
projectives entre elles, qui les engendrent. Il suit de là (4-7) que 
deux formes élémentaires projectii^es peus^ent toujours être con- 
sidérées comme la première et la dernière d'une série déformes 
élémentaires dont chacune est perspectis^e à la suis^ante. 

Il en résulte aussi que, quand on établit la relation de projecti- 
vité entre deux formes élémentaires, on peut prendre arbitrai- 
rement trois couples d'éléments correspondants ; mais alors tout 
élément de l'une des formes a pour correspondant un élément 
unique et déterminé dans l'autre. Gonséquemment : 

Quand deux formes élémentaires projectives de la même 
espèce, par exemple deux courbes du second ordre, sont super- 
posées, elles ont tous leurs éléments unis, ou deux éléments unis 
au plus. 



COURBES PROJECTIVES IDENTIQUES. 
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V. — Courbes du second ordre rapportées projectivement. 
Éléments correspondants communs. 



160. Deux courbes du second 
ordre, qui sont dans un même plan 
et qui ont un point S commun, 
sont rapportées projectivement entre 
elles si deux de leurs points, alignés 
avec S, se correspondent. 

En effet, les deux courbes sont 
perspectives au faisceau S. 

Les deux courbes ont, comme élé- 
ment uni, chacun des points com- 
muns autres que S ; le point S devient 
aussi un élément uni, lorsque les 
courbes ont une tangente commune 
en S et, par suite, se touchent mu- 
tuellement en ce point. 



Deux courbes du second ordre, qui 
sont dans un même plan et qui ont 
une tangente s commune, sont rap- 
portées projectivement entre elles, si 
deux de leurs tangentes, concourant 
avec s, se correspondent. 

En effet, les faisceaux du second 
ordre qui enveloppent les courbes 
sont perspectifs à la ponctuelle s. 

Les deux courbes ont, comme élé- 
ment uni, chacune des tangentes 
communes autres que s; la tangente s 
devient aussi un élément uni, lors- 
que les courbes la touchent en un 
même point et, par suite, se tou- 
chent mutuellement en ce point. 



Deux courbes du second ordre, rapportées entre elles suivant le 
mode indiqué à gauche, ont tout au plus trois éléments unis ; 
car, si elles avaient, outre le point S, quatre points communs, ou 
trois points communs et une tangente commune en S, elles seraient 
identiques (72). 

Pareillement, les courbes considérées à droite peuvent avoir, 
tout au plus, trois tangentes unies. 



VI. — Courbes projectives identiques. 



161. Si deux courbes projectives 
du second ordre ont quatre points 
A, B, C, S unis, elles ont tous leurs 
points unis et sont par conséquent 
identiques» 



Si deux courbes projectives du 
second ordre ont quatre tangentes 
unies, elles ont toutes leurs tangentes 
unies et sont par conséquent iden- 
tiques. 



Il n'y a qu'une seule manière de rapporter entre elles les deux 
courbes (à gauche) pour que trois points A, B, C de l'une cor- 
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respondent aux trois mêmes points A, B, C de Tautre. On réalise 
celle condition en rapportant perspectivement les deux courbes 
au faisceau S de rayons. Si les courbes doivent avoir encore le 
point S uni, elles seront touchées en S par la même droite et se- 
ront par conséquent identiques (72). 

La proposition à droite donnerait lieu à une démonstratloD 
analogue ; elle résulte d'ailleurs immédiatement de la loi de réci- 
procité que nous avons déjà démontrée pour le plan. 



VII. — Snrfaces coniques projectives identiqaes. 

162. Si les courbes sont projetées d'un centre quelconque par 
deux surfaces coniques projectives, on a pour celles-ci une double 
proposition analogue à la précédente. 

Une courbe du second ordre étant projectile à une surface 
conique, ou à [un des systèmes de droites génératrices d'une sur- 
face rectiligne, si plus de trois points de la courbe sont situés sur 
les rayons correspondants de la surface conique ou du système 
de droites, la courbe est perspective à Vune de ces dernières 
formes. 

Si Ton coupe, en effet, la surface conique, ou le système de 
droites, par le plan de la courbe, on obtient une courbe du second 
ordre projective à la proposée. Les deux courbes ont d'ailleurs plus 
de trois éléments unis; donc elles sont identiques (161). 

Pareillement, un faisceau de plans du second ordre est en posi- 
tion perspectis^e par rapport à un faisceau projectif de rayons 
du second ordre, ou à un système projectif de droites, si plus de 
trois de ses plans passent par les rayons correspondants du fais- 
ceau du second ordre ou du système de droites. 

Si Ton projette, en effet, le faisceau de rayons ou le système de 
droites du centre (63) du faisceau de plans, on obtient (150) un 
faisceau de plans du second ordre qui est projectif au proposé. 
Les deux faisceaux de plans ont d'ailleurs plus de trois éléments 
unis; donc ils sont identiques. 
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Vni. — Section de deux surfaces coniques du second ordre suivant une 
courbe du second ordre et position de deux courbes du second ordre 
sur une surface conique du même ordre. 



163. Deux surfaces coniques du 
second ordre, qui ont des centres dif- 
férents et qui sont touchées par un 
même plan suivant la droite de jonc- 
tion s de leurs centres, se coupent 
suivant une courbe du second ordre. 

Rapportons les surfaces coniques 
perspectivement au faisceau de 
plans f . Elles ont le rayon s uni, et 
deux autres rayons correspondants 
quelconques ont un point commun, 
puisqu'ils sont dans un même plan 
du faisceau s. Le plan qui contient 
trois quelconques de ces points com- 
muns aux couples de rayons cor- 
respondants coupe les surfaces coni- 
ques suivant deux courbes projec- 
lives du second ordre, qui sont 
identiques, puisqu'elles ont, comme 
éléments unis, non-seulement ces 
trois points, mais encore un point 
de s. 



Deux courbes du second ordre 
placées dans des plans différents et 
touchées en un même point par la 
droite d'intersection s de leurs plans, 
sont situées sur une surface conique 
du second ordre. 

m 

Rapportons les faisceaux de rayons 
du second ordre qui enveloppent les 
courbes, perspectivement à la ponc- 
tuelle s. Us ont le rayon s uni, et 
deux autres rayons correspondants 
quelconques ont un plan commun, 
puisqu'ils passent par un même point 
de la ponctuelle s. Les faisceaux de 
rayons sont projetés, du point d'in- 
tersection de trois quelconques de 
ces plans communs aux couples do 
rayons correspondants, au moyen de 
deux faisceaux projectifs de plans du 
second ordre, qui sont identiques, 
puisqu'ils ont, comme éléments unis, 
non-seulement ces trois plans, mais 
encore un plan passant par s. 



La démonstration peut être conduite plus simplement de la ma- 
nière suivante : 

Faisons passer à gauche un plan par trois points communs aux 
surfaces coniques. Les deux courbes d'intersection ainsi déter- 
minées ont en commun ces trois points et le point d'intersection 
de s avec leur plan ; elles sont d'ailleurs touchées en ce dernier 
point par la droite suivant laquelle le plan tangent commun aux 
surfaces coniques est rencontré par le plan sécant. Les courbes 
d'intersection coïncident dès lors dans tous leurs points (72). 

On démontrerait le théorème à droite d'une manière analogue. 
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IX. — Identité des courbes du second ordre et des sections coniqaei. 

164. Nous déduisons incidemment de ce qui précède que toute 
courbe du second ordre peut être considérée comme section d'un 
cône circulaire. On peut en effet placer , d^une infinité de ma- 
nières, un cercle et une courbe du second ordre donnée, en telle 
position que ces deux courbes se touchent Tune Tautre et soient 
dans des plans différents, tout en reposant sur une même surface 
conique. Les courbes du second ordre sont donc identiques aux 
sections coniques (62), et nous pourrons, par la suite, leur appli- 
quer cette dernière dénomination. 



X. — Faisceau de rayons du premier ordre et courbe du second; ponc- 
tuelle et faisceau de rayons du second ordre, projectils, mais non 
perspectifs. 



165.' «9/ une courbe s du second 
ordre est projecùve, mais non per- 
specitiT, à un faisceau S de rayons 
du premier ordre, situé dans son 
plan, trois rayons au plus du fais- 
ceau, mats un au moins, passent 
par les points de la courbe qui leur 
correspondent. 



Si un faisceau de rayons du se- 
cond ordre est projectif, mais non 
perspectif, à une ponctuelle située 
dans son plan^ trois points au plus 
de la ponctuelle, mais un au moins, 
sont situés sur les rayons du faisceau 
qui leur correspondent. 



Tout faisceau de rayons S<, perspectif à la courbe s, et, par 
suite, projectif au faisceau S, engendre généralement avec celui-ci 
une deuxième courbe du second ordre, et tout point de s, situé 
sur le rayon de S qui lui correspond, est évidemment commun aux 
deux courbes. 

Si plus de trois points de s reposaient sur les rayons correspon- 
dants de S, les deux courbes auraient, outre le point S|, quatre 
points communs au moins ; elles seraient par conséquent identiques 
et S serait perspectif à s, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc, 
trois rayons au plus du faisceau S passent par les points de la 
courbe 5 qui leur correspondent. 

Toute courbe du second ordre divisant le plan qui la contient en 
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deux parties distinctes (107), les deux courbes considérées doivent 
se toucher au point commun Si, ou bien se couper au point S| et, 
par suite, au moins en un second point P, car chacune d'elles se 
trouve alors, partie au dedans et partie au dehors de l'autre. Dans 
le premier cas, au rayon SS| de S correspond la tangente com- 
mune en S| et par conséquent le point S| de la courbe s situé 
sur SS|. Dans le second cas, les rayons SP, S|P se corres- 
pondent et SP passe conséquemment par le point P de la courbe 
s qui lui correspond. Donc un rayon du faisceau S passe par le 
point correspondant de la courbe s, 

166. Les formes du premier et du second ordre, dans la gerbe, 
donnent lieu à des propositions tout à fait analogues. On en dé- 
duit que : 

Si une forme fondamentale simple et une forme du second 
ordre sont projectiyenient rapportées entre elles, et si plus de trois 
éléments de tune passent par leurs correspondants de Vautre, les 
deux formes sont perspectives, et tout élément de l'une passe par 
son correspondant de l'autre. 

Si la forme du second ordre est un système de droites généra- 
trices d'une surface doublement rectiligne, et celle du premier 
ordre une ponctuelle ou un faisceau de plans, on dit qu'elles sont 
en position perspective lorsque trois rayons du système de droites 
passent par les trois points correspondants de la ponctuelle, ou 
reposent sur les trois plans correspondants du faisceau de plans. 
Le lieu de la ponctuelle, ou Taxe du faisceau de plans, est une 
génératrice du système, car il coupe trois rayons de celui-ci. 



XI. — Courbe plane et conrbe gauche du troisième ordre. Faisceau de 
rayons et faisceau de plans du troisième ordre. 



167. On reconnaîtra l'importance des précédentes propositions 
aux conséquences qui s'en déduisent : 



Si une ponctuelle u et une courbe s 
du second ordre, qui lui est projec- 
tive, sont situées dans un même plan. 



Si un faisceau de rayons du pre* 
mier ordre et un faisceau de rayons 
du second ordre, qui lui est projec- 
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les droites de jonction des couples 
de points correspondants forment un 

FAISCKAU DE RAYONS DU TROISliMB 

ORDRE K^ qui a au moins un rayon 
commun, au plus trois rayons com- 
muns avec tout faisceau du premier 
ordre ne faisant pas partie du fais- 
veau K. 



tif sont situés dans un même plan^ 
les points d'intersection des coaples 
de rayons correspondants forment 

une CODRRE DU TROISIÈME ORDRE kj 

qui a au moins un point commun, 
au plus trois points communs avec 
toute droite du plan ne faisant pas 
partie de la courbe k. 



En effet (à gauche), si S est une faisceau quelconque du pre- 
mier ordre, perspectif à u et conséquemment projectif à s, tous 
les rayons de S, ou trois rayons au plus, ou un rayon au moins, 
passent par les points correspondants de s (16S). 



Une surface conique du second 
ordre, ou un système de droites, en- 
f^endrentf avec un faisceau de plans 
du premier ordre qui leur est pro- 
jectif une COURBE gauche du troi- 
sième ORDRE dont un point au moins, 
trois points au plus, sont situés sur 
tout plan donné. 



Un faisceau de rayons du second 
ordre, ou un système de droites, en- 
gendrent, avec une ponctuelle qui 
leur est projective, uw faisceau dl 

PLANS DU TROISIÈME ORDRE dout Un 

plan au moins, trois plans au plus, 
passent par tout point donné. 



En effet (à gauche) tout pian coupe la surface conique, ou le 
système de droites, suivant une courbe du second ordre qui leur 
est perspective et dont un point au moins, trois points au plus 
sont situés, en général, sur les plans correspondants du fais- 
ceau (166). 

168. Si la ponctuelle u et la courbe s du second ordre ont un 
point uni, chacun des rayons passant par ce point doit être con- 
sidéré comme la droite de jonction de deux points correspondants 
en coïncidence, et Fensemble de ces rayons constitue un faisceau 
du premier ordre, qui est contenu tout entier dans le faisceau de 
rayons du troisième ordre. Les propositions suivantes doivent donc 
être considérées comme des cas particuliers de celles qu'on vient 
de démontrer. 



Si une ponctuelle u et une courbe s 
du second ordre, qui lui est projec^ 
tive^ ont deux points A, B unis, elles 



Si un faisceau de rayons du prc 
mier ordre et un faisceau de rayons 
du second, qui lui est projectif, ont 
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*ngendrenî un faisceau de rayons du 
oremier ordre. 



deux rayons unis, ils engendrent une 
ponctuelle. 



Soit C| le point de s qui correspond au point C de u, et soit S 
le point de s qui est projeté de C par le rayon Ci C. Rapportons u 
et s perspectivement au faisceau de rayons S ; ces deux formes 
sont alors rapportées projectivement entre elles, de telle sorte 
qu^aux trois points A, B, C de m correspondent respectivement 
les trois points A, B, Ci de s. Mais la projectivité de u et de s est 
déjà complètement déterminée (1S9) par trois couples de points 
correspondants ; les droites de Ijonction de tous les couples de 
points correspondants forment donc effectivement un faisceau de 
rayons S du premier ordre, dont le centre est sur la courbe s, 

XII. — Relations entre formes élémentaires. 



169. Une courbe du second ordre 
et deux droites a, b, qui ont chacune 
un point commun avec la courbe y 
mais qui ne sont y ni dans le plan de 
la courbe, ni dans un même plan, 
déterminent un système de droites 
perspectif à la courbe et dont les 
deux droites données sont directrices. 

Les faisceaux de plans a et b, 
perspectifs à la courbe, engendrent 
le système de droites. 



Un faisceau de plans du second 
ordre et deux droites a^ b^ qui sont 
projetées du centre du faisceau par 
deux de ses plans, mais qui ne se 
rencontrent pas, déterminent un sys- 
tème de droites perspectif au faisceau 
et dont les deux droites données sont 
directrices. 



Les deux ponctuelles a et ^, 
perspectives au faisceau de plans, 
engendrent le système de droites. 



Le système de directrices, qui contient les droites a et b, est de 
même perspectif, respectivement, à la courbe et au faisceau de 
plans du second ordre. 



170. «Si une ponctuelle et une 
courbe du second ordre, situées dans 
des plans différents, sont projectivcs 
et ont un point uni A, elles engendrent 
un système de droites qui leur est 
perspectif. 



Si un faisceau de plans du pre- 
mier ordre et un autre du second 
ordre, dont le centre ne se trouve pas 
sur l'axe du précédent, sont projec- 
tifs et ont un plan uni y ils engendrent 
un système de droites qui leur est 
perspectif 
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Aux trois points A, B, C de la ponctuelle (à gauche) correspon- 
dent les trois points A| , B| , C| de la courbe ; et le système de 
droites, perspectif à la courbe, auquel appartiennent les 
droites BB|, CC|, est aussi perspectif à la ponctuelle, car les trois 
points A, B, C de celle-ci sont sur les rayons qui leur corres- 
pondent dans le système de droites (122). On démontre de même 
la proposition à droite. 

171 . D^un point quelconque, pris hors du plan de la courbe, on 
projette cette courbe au moyen d'une surface conique du second 
ordre et le système de droites au moyen d'un faisceau de plans da 
premier ou du second ordre. Le faisceau de plans du second ordre 
est coupé, par un plan quelconque, suivant un faisceau de rayons 
du second ordre, et le système de droites suivant une ponctuelle 
ou suivant une courbe du second ordre ; donc : 



Une ponctuelle et une surface co- 
nique du second ordre étant projcc- 
tives, si un point de la ponctuelle est 
situé sur le rayon correspondant de 
la surface^ les deux formes engen^ 
drent un faisceau de plans du pre- 
mier ou du second ordre, qui leur est 
perspectif 



Un faisceau de plans du premier 
ordre et un faisce.iu de rayons du 
second étant perspectifs, si un plan 
du premier faisceau passe par le 
rayon correspondant du second, les 
deux faisceaux engendrent une forme 
de points du premier ou du second 
ordre, qui leur est perspective . 



Cette proposition conduit immédiatement à la suivante, si Ton 
remarque que toute courbe du second ordre peut être considérée 
comme section d'une surface conique du second ordre (164) : 



Si une ponctuelle et une courbe 
ilu second ordre, situées dans un 
plan y sont projectives et ont un point 
uni, elles engendrent un faisceau de 
rayons, du premier ou du second 
ordre, qui leur est perspectif 



Si deux faisceaux de rayons, l'un 
du premier ordre, l'autre du second 
ordre, situés dans un plan, sont pro- 
Jectifs et ont un rayon uni, ils en- 
gendrent une forme de points, du 
premier ou du second ordre, qui leur 
est perspective. 



172. Deux sj'stèmes de droites, a, b^c et a^j b\, c^, pro jectifs 
entre eiix^ et constituant chacun un système de directrices de 
f autre, engendrent en même temps une courbe du second ordre 
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(jui leur est perspective et un faisceau de plaiu du second ordre 
qui leur est aussi perspectif. 

Les deux systèmes de droites ne peuvent être rapportés entro 
eux que d'une seule manière , les rayons a, t, c de Tun corres- 
pondant respectivement aux rayons a^j b^y C| de Tautre. Mais 
celte condition est remplie quand on fait correspondre deux à 
deux les rayons qui coupent en un même point le plan des trois 
points aa^, bb^^ CC|, ou qui sont projetés par un même plan du 
point d'intersection des trois plans aa^y bb^, CC|. 



XIII. — Formes projectives situées Tune sur l'autre. 



173. Quand deux courbes du se- 
cond ordre, projectives ( * ) , sont pla- 
cées l'une sur l'autre, ou bien elles 
engendrent un faisceau de rayons 
du second ordre qui leur est perspec- 
tif, ou bien leurs couples de points 
correspondants sont alignes sur un 
même point. 



Quand deux faisceaux de rayons 
du second ordre y projectifs, sont 
placés l'un sur l'autre, ou bien ils 
engendrent une courbe du second 
ordre qui leur est perspective, ou 
bien leurs couples de rayons corres- 
pondants se coupent sur une même 
droite. 



Tout système de droites, perspectif à Tune des courbes, en- 
gendre avec son système directeur, rapporté perspectivement à 
l'autre courbe, un faisceau de plans du second ordre, qui est per- 
spectif aux quatre formes (172) ; et l'on se trouve dans le premier 
ou dans le second cas de la proposition, selon que le centre du fai- 
sceau est placé en dehors du plan des courbes ou sur ce plan. Si 
donc, parmi les droites qui joignent deux à deux les points cor- 
respondants des courbes, trois quelconques passent par un même 
point U (^g. 44 cM5), toutes les autres se coupent en ce point. 



(*) La considération de deux séries projectives de points, sur une même courbe du 
second ordre, a été nettement énoncée par Bellavitis dans son Saggio di Geometria 
derivata {^Nuovi saggi dell' I. R. Accademia di Scienze, Lettere ed Arti in Padova, 
vol. IV. PadoTa, i838, p. 270. Nota). Ce géomètre les a d*abord distinguées en les 
appelant coriche. Il leur a ensuite donné le nom de ditome punteggiate, réscrrani 
celui àetHntomeneradiateaux formes corrélatives dans les mêmes conditions ( IV* Partie 
de la Xll* Rivista dei giornali, dans les Atti del R, Istituto VenelOt etc., 1873-7'!, 
p. 358). • 
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Xnr. — Foimei dani du pluu diffâranU. 



174. Dciix courbes projectiles du 
second ordir, ABCD«-f ABC, D,, non 
filaéesdans le même plan, mais ayant 
deiLr points unis k et B, engendrent 
une forme de ratons du tecondordre 
[système de droites on surface co- 
nique) qui leur est perspective. 



Deux faisceaux de plans projn 
tifs du second ordre, non courra 
triques, mais ayant deitx plans mh 
engendrent une forme de rayons à 
second ordre [système de droîtei a 
faisceau de rayons) qui leur est per 



En effet la forme de rayons du second ordre à laquelle appar- 
ticnnenl les rayons CC( eiDDi, perspective à la courbe ABCD. 
l'est aussi à la courbe ABC|D, (162). 

Les doux courbes engendrent une surface conique quand leurs 





tangentes en C et en C, coupent la droite AB au mdnie point. 
\'a\ eUet, si les courbes engendraient dans ce cas un système dr 
droites, le plan des deux tangentes contiendrait, outre le rayon CC, 
du système de droites, une directrice du même système (144); il 
aurait donc, sur cette directrice, un point, différent de C et de C,, 
commun avec cbacune des deux courbes, ou avec l'une d'elles, rc 
qui est impossible. 



175. Si deu.r courbes du second j Si deux suifaces coniques du se- 
ttrdre, situccs dans deux plans dijfé- cond ordi-e, non concentiiques, sont 
repris, p'isseni pur deux marnes I inscfftes cnlte deux mêmes plans, 
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points^ AeiB, de la droite d'inter- 
section de ces plans, elles sont simula 
tanément projetées l'une sur l'autre 
par deux surf aces coniques du second 
ordre. 



passant par la droite qui joint leurs 
centres, elles se coupent mutuelle- 
ment suivant deux courbes du second 
ordre. 



En effet, les deux courbes peuvent être rapportées projective- 
ment entre elles de deux manières : soit que les extrémités A et B 
de leur corde commune constituent des éléments unis, soit que les 
tangentes en deux autres points correspondants, CelCi, se cou- 
pent en un point de AB. 

XV. — Cas de perspectiyité. 

176. «Si deux formes telles qu'une courbe et un faisceau du 
second ordre, ou une surface conique et un faisceau de plans du 
second ordre, sont projectiles, et si cinq éléments de l'une re- 
posent sur les éléments qui leur correspondent dans l'autre, les 
deux formes sont perspectives. 

Nous considérerons seulement le cas d'une courbe du second 
ordre m, projective à un faisceau de plans du second ordre S, et 
dont cinq points. A, B, C, D, E, sont respectivement sur les plans 
correspondants a, (3, y, d, e du faisceau ; tous les autres cas peu- 
vent être aisément ramenés à celui-là. Il suffira d'établir qu'on peut 
construire une forme de rayons qui soit en même temps perspective 
à la courbe et au faisceau de plans ; car il sera ainsi démontré que 
tout point de la courbe est dans le plan du faisceau qui lui cor- 
respond. 

Si le plan u de la courbe est un élément du faisceau S, la section 
de S par ce plan est un faisceau de rayons du premier ordre 
u ( a|3yîe ) , perspectif à S , et perspectif aussi à la courbe u ( ABCDE ) ; 
car plus de trois de ses rayons passent par les points de la courbe 
qui leur correspondent (166). 

Le point S est, dans ce cas, sur la courbe, civice versé, si S est 
un point de la courbe, le plan u est un élément du faisceau S de 
plans. La courbe est, en effet, projetée du point S au moyen d'un 
faisceau de rayons du premier ordre, S (ABCDE), qui est perspectif 

lO. 
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au faisceau de plans S (a^yde), puisque plus de trois de ses rayons 
sont situés sur les plans de S qui leur correspondent. 

Supposons maintenant que le point S ne soit pas situé sur la 
courbe, et que par conséquent le plan u de celle-ci n'appartienne 
pas au faisceau S de plans. Soit A| le point de la courbe qui est 
projeté de A par le plan a, c'est-à-dire le second point d'inter- 
section de a avec la courbe (ce point coïncide avec A lorsque la 
courbe est touchée par a). Menons par Ai, dans le plan a, une 
droite g, autre que AAi, et projetons de cette droite la courbe du 
second ordre , au moyen d'un faisceau de plans du premier 
ordre, g^(ABCDE). Ce faisceau et le faisceau de plans S du second 
ordre sont projeclifs et ils ont le plan a uni ; ils engendrent donc 
un système de droites qui leur est perspectif (170) et qui est aussi 
perspectif à la courbe du second ordre, puisque quatre rayons 
du système passent par les points de la courbe qui leur corres- 
pondent (162). 



177. Une courbe du second ordre 
ABCDE et un sj s tente de droites 
abcde étant projectifs, sans être per- 
spectifs, si deux points A^ B de la 
courbe sont sur les rayons correspo/i- 
dants rt, b du système de dmites, les 
dewr formes cngendient un faisceau 
de plans du premier ou du second 
ordre, qui leur est perspectif 



Un faisceau de plans du second 
ordre et un système de droites étant 
projectifsy sans être perspectifs, si 
deux plans du faisceau passent par 
les rayons correspondants du système 
de dmiteSy les deux formes engen- 
drent une ponctuelle, ou une courte 
du second ordre, qui leur est per- 
spective. 



Les trois plans Ce, Drf, Ee, qui joignent les points C, D, Edr 
la courbe aux rayons correspondants c, d, e du système de droites, 
se coupent suivant une droite ou en un point, et le faisceau de 
plans qui projette, de cette droite ou de ce point d'intersection, 
le système de droites abcde, est aussi perspectif à la courbo 
ABCDE (176). 



178. Quand deux courbes projec- 
tivcs du second ordre, situées dans 
un même plan, ont deux points unis, 
ou bien elles engendrent un faisceau 
de rayons du premier ou du second 
ordiv, qui leur est perspectif, ou 



Quand deux faisceaux projectifs 
de rayons du second ordre ont deux 
rayons unis, ou bien ils engendrent 
une ponctuelle ou une courbe du sC' 
cond ordiv, qui leur est perspectii'C, 
ou bien il existe une droite qui n'ap- 
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bien il existe un point qui n'est situé 
sur aucune des deux courbes et 
qui est en ligne droite avec deux 
points correspondants quelconques de 
celles-ci. 



partie nt à aucun des deux faisceaux 
et qui est coupée au même point par 
deux rayons correspondants quel- 
conques de ceux-ci. 



En effet (à gauche) tout système de droites, perspectif à Tune 
des courbes, engendre avec Tautre (177) un faisceau de plans du 
premier ou du second ordre, qui est en' général coupé par le plan 
des courbes, suivant un faisceau de rayons du premier ou du se- 
cond ordre. 

Le dernier cas considéré dans la proposition ne se produit que 
si le faisceau de plans est du second ordre et s^il a son centre sur 
le plan des courbes. 
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CHAPITRE XIIL 



nnroLunoi (*). 



PoMCELET, Traité elet propriétés projectives, ete., Paris, i8a7, N. 178-183. — ûutUD» 
ji perçu historique, etc. Bruxelles, 1887, Note X. — Stact^t, Géométrie der Loge. 
Nûrnberg, i847t J 16-17. — Cbasles, Traité de Géométrie supérieure» Paris, i83), 
Chap. IX-XIII. -^ Stacdt, Bei triage zur Géométrie der Loge, Nûrnberg, i856, $ 4-6. 

— W1TZ8CHBL, Grundlinien der neueren Géométrie. Leipzig, i858, lY Kap. — Blcs- 
BERGER, Grundzûge einiger Theorieen aus der neueren Géométrie, etc. Halle, i858, 
Il Abschn. — Cremoïia, Introduzione ad una teoria geometrica délie curve piant. 
Roloçna, 1862, art. IV. — Po!ICELEt, Traité des propriétés projectiles des figures, 9\Jt' 
1866, t. Il, section IV. — Rete, Die Géométrie der Lage. UannoTer, 1866, p. 1 iS-i}6. 

— Steiner, Vorlesungen ûber sfnthetische Géométrie. II Theil. Leipzig, 1867, § 16-17. 

— Geiser, Einleitung in die sjrnthetische Géométrie. Leipzig, 1869, § 10-11. 



I. — Définition générale. 

179. Considérons deux ponctuelles projectives superposées, 
n'ayant pas tous leurs éléments unis, et telles que, si un point A, 
pris comme élément de Tune, correspond à un point A, de Taulre, 
le point A,, considéré comme élément de la première, corresponde 



( * ) Plusieurs cas particuliers de la théorie de Tinvolution étaient déjà connus des 
géonuMres grecs. Quarante Icmmcs environ du livre VII des Mathematicœ collectionei 
do Pappus sont relatifs au Traité />« </tf r<?r/n //lara iecr/o/i^ d' Apollonius, et rentrent au- 
jourd'hui dans les nouvelles doctrines de la Géométrie. Ce sont des relations entre les 
negmcnts faits sur une droite par des systèmes de points. On n'aperçoit pas, au pre- 
mier al)or<l, la vraie lignification de ces propositions, ni les rapports qui peuvent les 
rattacher à une même question ; mais on reconnaît, par un plus ample examen, qu'elles 
Hont toutes relatives à la théorie de Vinvolution de six points, créée par Desargues, et 
devenue d'un usage si fréquent dans la Géométrie moderne. Ce ne sont pas les pro- 
priotés de la relation d'involution la plus générale, qui a lieu entre six points; mais ce 
sont dos propriétés de plusieurs relations que l'on peut aujourd'hui considérer comme 
dos cas particuliers de cette relation générale. 

Los propositions aa, 29, 3o, 3a, 3^, 35, 36 et /|/f , par exemple, concernent une invo- 
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encore au point A, pris comme élément de la seconde. On dit 
alors que les points A et Ai se correspondent doublement. 



lution de cinq points. On y considère deux systèmes de deux points conjugués, et 
leur point central; et Ton en déduit une autre relation entre les cinq points. 

Pour conclure cette relation de la relation plus générale entre six points, il faut 
observer que le conjuj^é du cinquième point ou point central est à l'infini. 

Les propositions 87 et 38 concernent une involution de quatre points, qui sont deux 
points conjugués, un point double et le point central. 

La 39* et la 4o* roulent sur une même propriété d'une involution de cinq points. 
On y considère deux systèmes de points conjugués et un point double. 

Les 4i*> 4^* ®^ 4^* *^^^ u°^ relation entre deux systèmes de deux points conjugués 
et leur point central; relation nouvelle, différente des relations connues de Tinvo- 
lution de six points. 

Les douze propositions 4^t 4^f • • • ^^ ^^ expriment une autre relation générale 
entre deux systèmes de deux points conjugués, leur point central et un autre point 
quelconque. Les propositions 4'» 4^ ^^ 4^ ^^ donnent que des corollaires do cette 
relation générale. 

Desaegues est aujourd'hui reconnu, malgré ces précédents anciens, comme le véri- 
table auteur de la théorie de Tinvolution. On lui doit le théorème suivant : 

■ Le produit des segments compris sur la transversale, entre un point de la conique 
et deux côtés opposés du quadrilatère, est au produit des segments compris entre le 
même point de la conique et les deux autres côtés opposés du quadrilatère, dans un 
rapport égal à celui des produits semblablement faits avec le second point de la co- 
nique situé sur la transversale, h 

Pascal, dans son Essai pour les coniques^ donne ce théorème « dont le premier 
inventeur est M. Dbsabgde*, un des grands esprits de ce temps, et des plus vcraés aux 
Mathématiques et entre autres aux coniques ». (Œuvres de Pascal^ t. IV, p. 408). 

Le même théorème est énoncé par Bbadgrand dans une lettre critique sur l'Ouvrage 
de Dbsabgces mis au jour en i636 sous le titre de : Brouillon proiect d*une atteinte 
aftx événemens des rencontres d'un cône avec un plwi. Cette lettre nous apprend que 
Desargces désignait sous le nom d'involution de six points la relation qui constitue 
son beau théorème. 

L'examen de la méthode de Desargces a été facilité, dans ces derniers temps, par la 
publication de ses Œuvres, dont on est redevable à M. Poudra {Œuvres de Deiargues, 
précédées d'une nouvelle biographie de Desargues, suivies de l'analyse des Ouvrages de 
Bosse, élève et ami de Desargues ; de Notices sur Des argues extraites de la vie de Des- 
CARTES par Baillet ; de lettres de Descartes ; de ?fotices diverses sur Desargces, par le 
P. CoLOMA, PERSETnr, Po!<C£LET et Cdasles; ...et d'un recueil très-rare de divers 
libelles publiés contre Desarcues. 3 vol. in-8. Paris, 1864 et 1875). Le Brouillon proiect 
cité plus haut, qui constitue l'œuvre principale de Desargces (vol. I, p. io3-a3o) a été 
découvert en i845Jpar CnASLES, dans un manuscrit de La Hire, daté de 1679. On igno- 
rait, avant cette découverte, jusqu'à quel point Desargues avait poussé ses recherches 
de Géométrie moderne. La perte du Traité des coniques de Desargces et, bientôt après, 
la disparition du Traité des coniques de Pascal, fondé sur des considérations em- 
pruntées à Desargces lui-même, ont causé un grand dommage aux progrès de la Science 
et à la connaissance historique des travaux du xvii* siècle. — Voir Chasles. aperçu 
historique, etc. Bruxelles, iS37, p. 39-41» ll'lO'y Comptes rendus de V Académie des 
Sciences^ t. XX, i845, p. i55o-i554; Rapport sur les progrès de la Géométrie. Paris, 
1870, p. 3o3-3o6. — Hocfer, Histoire des Mathématiques. Paris, 1874^ p* 4^^* 
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Lorsque, dans deux ponctuelles projectiveSj u et u^deux points 
distincts, A et Aj , se correspondent doublement ^ tous les autres 
couples de points correspondants se trouvent dans la même con- 
dition. 

Soit, en eficty B un troisième point quelconque de u et B| son 
correspondant dans U|. Les deux formes de points AAiBB, et 
\, ABjB sont projeclives (52) et le point B, pris comme élément 
de la seconde, a pour correspondant le point B,, considéré comme 
(•lément de la première. 

Deux ponctuelles dont les éléments se correspondent ainsi 
doublement sont dites ponctuelles involutoires ou en involu- 
tion. 

La même définition s'applique, non-seulement à deux formes de 
la même espèce (faisceaux de rayons concentriques, faisceaux de 
plans coaxés, etc.) qui répondent aux conditions du précédent 
énoncé, mais encore à deux formes projectives d'espèces diffé- 
rentes, lorsque les éléments de Tune sont en double correspondance 
avec les éléments de la section ou de la projection de l'autre. 



IL — Courbes et faisceaux de rayons du second ordre en inyolntion. 

180. Deux courbes du second ordre, projectiles et superposées^ 
sont en involution lorsque deux quelconques de leurs points, A et Ai , 
se correspondent doublement. 

Soient B et B| [fig- 44 ^^ 4^) deux points correspondants quel- 
conques. U le point d'intersection des droites AAi, BB,, et u la 
polaire de ce point par rapport au lieu des deux courbes du 
second ordre superposées. 

Aux points A, Ai , B de l'une des courbes correspondent respec- 
tivement les points Ai, A, Bi de l'autre. Les deux faisceaux de 
rayons Bj (AAi B) et B (AiABi), qui projettent respectivement, 
des points B, et B, les courbes A Ai B et Ai ABi , sont perspectifs à 
la ponctuelle u. Ils sont, en effet, projectifs aux courbes et, par 
conséquent, projectifs entre eux; de plus ils ont comme élé- 
ment uni le rayon B| B ou BB| et sont dès lors des projections 
d'une même ponctuelle. Cette ponctuelle est d'ailleurs située sur u ; 
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car les couples de rayons correspondants B| A et BA|, B| A| et BA 
se coupent sur la droite u. 

Deux autres points de la courbe, C et C|, alignés avec U, sont 
projetés de la même manière par deux couples de rayons corres- 
pondants des faisceaux B etB|, perspectifs à u, et sont, par suite, 
deux points doublement correspondants des courbes. 

U suit de là et des théorèmes précédemment établis (105) que: 

Si deux courbes projectives du second ordre sont en involu- 
lion, les droites qui joignent deux points correspondants quelcon- 
ques se coupent en un même point U, et les points d'intersection 
de deux tangentes correspondantes quelconques sont situés sur la 
polaire u de \J. 

La droite u est nommée Vaxe d'involution et le point U le centre 
d'involution des courbes. 

181 . Les deux faisceaux de rayons du second ordre qui enve- 
loppent deux courbes involutoires du second ordre sont aussi en 
involution. 

En effet, les tangentes en deux points doublement correspon- 
dants quelconques sont elles-mêmes doublement correspondantes. 

Les faisceaux sont dès lors coupés, par chacun de leurs rayons, 
suivant deux ponctuelles involutoires ; et pareillement : 

Deux courbes du second ordre en involution sont projetées, de 
cliacun de leurs points, au moyen de deux faisceaux de rayons 
du premier ordre en involution, et de tout point pris hors de leur 
plan, au moyen de deux surfaces coniques en involution. 

Un système de droites, perspectif à Tune des deux courbes, est 
en involution avec l'autre, et ainsi de suite. 



m. — Formes élémentaires en involution. 

182. Nous pouvons étendjre à toutes les formes élémentaires 
le théorème établi au n° 180, en disant que : 

Deux formes élémentaires de la même espèce, projectives et 
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situées l'une sur l'autre, sont en involution lorsque deux quelcon- 
ques de leurs éléments se correspondent doublement. 

Si les deux formes élémentaires sont deux faisceaux de rayons 
situés l'un sur l'autre, on construit deux courbes du second ordre, 
situées aussi l'une sur l'autre et perspectives aux faisceaux con- 
sidérés. Ces courbes sont en involution, car deux de leurs points 
se correspondent doublement. Les deux formes de rayons sont 
donc aussi en involution. 

Si les deux formes élémentaires sont deux faisceaux de plans ou 
deux ponctuelles y on construit deux formes de rayons , situées l'une 
sur l'autre et perspectives aux formes données. Ces formes de 
rayons étant, d'après ce qu'on a vu, en involution, il en sera de 
même des formes données. 

IV. — Éléments conjugués et doubles. 

183. Deux formes de la même espèce en involution sont ordi- 
nairement considérées comme une seule forme dont les éléments 
sont dits conjugués deux à deux ou accouplés involutoircment. 

Deux formes élémentaires étant perspectives, si les éléments 
de l'une sont conjugués deux à deux, les éléments de l'autre le 
sont aussi, 

184. Pour accoupler ins^olutoirement les éléments d'une forme 
^. ^g élémentaire, il suffit d'accoupler arbitrid- 

rement deux couples d'éléments^ (A, A, ) 
f^Â^^ ei(B, B,). 



Il '^v '^<:^^ Si la forme élémentaire in volutoire est 



.,'/. 



^^si/C--^.' N^!^ \ une courbe du second ordre, on trouve 






. / 



/ _ facilement [fig, 46) le conjugué C| d'un 
cinquième point quelconque C, au moyen 
du centre d'involution U, où se coupent, 
les droites AAi , BB| et où doit passer aussi 
la droite CCi (180). L'axe d'involution peut également servir ù 
cette détermination. 

Le même raisonnement s'applique à la surface conique du se- 
cond ordre. 
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S'il s'agît d'accoupler involutoirement les rayofts d'un système 
de droites, on coupe le système suivant une courbe du second 
ordre et l'on procède comme pour celle-ci. 

S'il s'agit des rayons d'un faisceau S du premier ordre [fig- 4^)? 
il suilit de construire une courbe du second ordre perspective au 
faisceau (par exemple un cercle passant par le centre S), et d'ac- 
coupler les points de cette courbe. 

On procédera d'une manière analogue pour toute autre forme 
élémentaire. 

185. Deux formes élémentaires de la même espèce en immola- 
tion [deux courbes par exemple) sont projeclwes, concordantes 
ou opposées (48) selon que deux éléments conjugués, A et A,, 
sont ou ne sont pas séparés par deux autres, B eth^. 

Dans le premier cas, deux éléments correspondants se meu- 
vent simultanément dans le même sens, l'un décrivant la forme 
AA| B, l'autre la forme A| AB, et ne se rencontrent jamais. 

Dans le second cas, les deux éléments correspondants se meu- 
vent en sens opposés et doivent tomber deux fois l'un sur l'autre. 

On donne à tout élément correspondant commun de deux 
formes en involution le nom d^élément double de la forme invo- 
lutoire composée des deux premières formes ensemble. 

Une forme élémentaire involutoire n'a aucun élément double, 
ou elle a deux éléments doubles, selon que deux de ses éléments 
conjugués sont ou ne sont pas séparés par deux autres. 

Sur chaque élément double coïncident deux éléments conjugués 
de la forme en involution. 

«Si le centre d' involution U d'une courbe im^olutoire du second 
ordre est situé en dehors de la courbe, celle-ci a deux points 
doubles, M ef N, qui sont les points de contact des deux tan- 
gentes issues du point U. 

L'axe u d' involution, qui est la polaire du point U, coupe la 
courbe en ces points doubles. 

486. Les éléments doubles d* une forme élémentaire en involu- 
tion sont harmoniquement séparés par deux éléments conjugués. 
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11 suffira de démontrer cette propriété pour les courbes du se- 
cond ordre en involution, puisque tout autre cas peut être ramené 
à celui-là. 

Soient M et N [fig, 44) '^s éléments doubles ; A. et A| les con- 
jugués proposés; B, B| un second couple de points conjugués. 
Les côtés opposés du quadrangle simple A BA|B| se coupent en 
deux points conjugués (109, 111) qui sont séparés harmoniquement 
l'un de Tautre par M et N. Les rayons BA, BM, BA|, EN, qui pro- 
jettent quatre points harmoniques, sont donc quatre rayons har- 
moniques. Par suite, les points doubles M et N sont harmonique- 
ment séparés, sur la courbe, par les points A et A|. 

187. On peut accoupler involutoirement les éléments d*une 
forme élémentaire, en prenant arbitrairement deux éléments dou- 
bles, M et N, ou un élément double M et un couple d'éléments 
conjugués, A et A|. Le conjugué d'un élément quelconque est 
alors déterminé. 

Dans le premier cas, deux éléments quelconques sont conjugués 
s'ils sont harmoniquement séparés par les points M et N. Dans le 
second cas, le deuxième élément double N peut être immédiate- 
ment déterminé, puisqu'il est harmoniquement séparé de M par 
A et A| . Ce cas est donc ramené au précédent. 

V. — Involution de ponctuelles avec des faisceaux de rayons. 

188. Une ponctuelle u et un faisceau de rayons S, projectifs 
l'un à Vautre, et tels que la droite u ne passe pas par le point S, 
sont en involution lorsque deux points quelconques, P et P, , de m, 
sont situés chacun sur le rayon du faisceau qui correspond à 
l'autre. 

En effet, les points P et Pi se correspondant doublement, la sec- 
lion du faisceau par la droite est projective à a et en involution 
avec M. 

On reconnaît de la même manière l'involution d'un faisceau de 
plans avec une ponctuelle, ou avec un faisceau de rayons. 

189. Les polaires de tous les points d'une ponctuelle u, par 
rapport à une courbe du second ordre qui ne rencontre pas cette 



Fig. /|7. 



ÉLÉVENTS CONJUGUÉS DANS UNE INVOLUTION. 167 

droite, concourent au pôle \J de u et forment un faisceau de 
rayons (108) en involution ai^ec la ponctuelle. 

Si, dans ces conditions, deux points conjugués quelconques de 
la ponctuelle u et deux rayons conjugués du faisceau U sont ac- 
couplés involutoirement, tous les points de u et tous les rayons 
de U seront accouplés de la même manière. En particulier : 

Tous les couples de diamètres conjugués d'une courbe du se- 
cond ordre forment un faisceau de rajons en involution. 

190. Nous pouvons maintenant démontrer de la manière sui- 
vante le théorème du n® 186 : 

Considérons la forme involutoire M. N. AA| {fg- 47 )> q^î est 
une ponctuelle résultant de deux 
formes projectives en involution. Aux 
points M, A, N, Al de Tune de ces 
formes, correspondent les points M, 
A| N, A de l'autre, car M et N sont 
des points correspondants communs 
aux deux formes, et A, A| se corres- 
pondent doublement. MANAi etMAi 
N A sont donc des formes projectives. 
Projetons maintenant MANAi, d'un 
point quelconque S, sur une droite 

passant par M. La projection MRKT est projective à MANAi et, 
par suite, à MA<NA. Donc les formes MRKT, MA, NA sont 
projectives. Mais ces formes ont le point M uni ; conséquemment 
elles sont perspectives, ce qui revient à dire que les droites RA, , 
KN, TA, concourent en un même point Q. On obtient ainsi le 
quadrangle QRST, dans lequel deux couples de côtés opposés 
se coupent respectivement en A et A,, tandis que les diagonales 
passent par M et N. Donc M, A, N, A, sont effectivement quatre 
points harmoniques. 




VI. — filéments conjugués dans une involution. 

191. Trois couples d'éléments conjugués, AiV,, BB|, CC, d'une 
forme élémentaire involutoire constituent ce qu'on appelle une 
ini^olution. 
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Les six éléments d'une involution ne sont pas indépendants les 
uns des autres, ainsi qu'il résulte immédiatement d'une relation 
établie plus haut (183). 

Un élément double, M ou N, peut occuper dans rinvolationU 
position d'un couple d'éléments. Par exemple, M.AA|.BB| est 
une involution lorsque les formes MAA| B et MA| AB| sont 
projectives. Pareillement, M.N.AA« est une involution lorsque 
MANAi est un système harmonique, projectif par conséquent an 
système MA| NA. 



192. Nous pouvons établir maintenant les propositions sui- 
vantes : 



Les trois couples de côtés opposés 
d'un quadrangle plan complet sont 
coupés par une droite quelconque de 
leur plan, ne passant par aucun des 
quatre sommets, en trois couples de 
points conjugués d 'une ponctuelle en 
involution. 



Les trois couples de sommets op- 
posés d 'un quadrilatère plam complet 
sont projetés^ d'un point quelconque 
de leur plan, n'appartenante auam 
des quatre côtés, par trois couples de 
rayons conjugués d'un faisceau en 
involution. 









Soit (à gauche) QRST {fig- 4^) un quadrangle complet dont 

les couples de côtés opposés, RT 
^'^' ^ * et QS, ST et QR, QT et RS sont 

coupés, par la droite u, respecti- 
vement aux points A et A| , B et 
Bi , C et Ci ; et soit O le point 
d'intersection de QS et RT. La 
\ forme ATOR est la projection 

de ACA| B| , du centre Q, aussi 
bien que la projection de 
ABA| C|, du centre S. La forme ACA, B, est donc projective à 
ABA,C, et par suite à A,C,AB (41). Donc AA,.BB|.CC, est 
une involution. 
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193. On donne deux couples de points. A, A| et B, B,, d'une 
ponctuelle inçolutoire, et l'on demande de déterminer le point C<, 
conjugué à un cinquième point quelconque C. 



Nous pouvons éviter de recourir à la forme du second ordre, en 
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construisant un quadrangle complet, dont deux côtés opposés 
passent par A et A| , deux autres par B et B| et un cinquième côté 
par C ; le sixième côté déterminera le point cherché C« . 

194. Une droite quelconque, ne passant par aucun des sommets 
d'un quadrangle simple, inscrit à une courbe du second ordre , 
rencontre la courbe et les deux couples de côtés opposés du qua- 
drangle en trois couples de points conjugués en ins^olution ( * ). 

Soit, en effet, u {Jig- 49) ^^^ droite qui Fig. 49. 

rencontre les côtés QT, RS, QR, TS du .« 
quadrangle QRST, respectivement en A, V^ 
Ai, B, B, et la courbe en P, P,. Les deux v , 

faisceaux de rayons qui projettent, de Q \ Q ' 

et de S, les points P, R, P| , T de la courbe / -^ ^ - 

sont projectifs. Les ponctuelles PB P| A et ^ Sy \ \ 



R 




\ 



\ 



y 



PA|P|B,, suivant lesquelles la droite u '' V\ 



coupe ces faisceaux, sont donc aussi pro- \ '\ \ / 

jectives. Les formes PAj P| B| et Pj B| PA| \ \ Va, 

étant d'ailleurs projectives (28, 41), les / \\' 

formes PBPj A et P| B| PA| le sont aussi. ; „ 

Donc PP^ .AA| .BB| est une involution. \ 

Cette involution est complètement dé- 
terminée par les couples de points AA, , BB| . Toute autre courbe 



(*) Cet énoncé est celui du célèbre théorème de Desargces, dont nous aTons déjà 
parlé dans une précédente note. Desabgubs ne s'est pas borné à considérer ce cas, 
qu'il a désigné sous le nom à* involution de six points. Il y a étudié aussi le cas où 
deux points accouplés viennent à coïncider (involution de cinq points) et celui où, 
deux autres points accouplés coïncidant aussi, on n'a plus à considérer que quatre 
points; U relation d'involntion se réduit alors à un rapport harmonique. (Broutlhn 
proiect, etc., dans les Œuvres de Desargues réunies et analysées par M. Poudra. Paris, 
i86}, p. 171-176.) 

La troisième des cinq propositions que Fermât a laissées comme exemple ou spé- 
cimen des porismcs (F'aria opéra mathematica. Tolosœ, 1679) n*est autre que le fa- 
meux théorème de Tinvolution de six points. On ne peut douter que l'illustre géo- 
mètre toulousain ne soit parvenu à cette proposition sans avoir connaissance de 
l'énoncé do Desargces; mais on ne doit pas moins reconnaître à celui que Poticelet 
appelait très-justement le Monge de son sihcle le double mérite d'avoir découvert son 
théorème vingt-cinq années avant Fermât et d'en avoir mis toutes les ressources à 
pro6t dans sa théorie des coniques. 

On sait d'ailleurs quel parti Pascal a su tirer du théorème de Desargues. (Voir 
CnASLES, Aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 67, 77-90, 33i-34i.) 
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On a donc finalement 

(i) ABi.BCt.CAi=ACi.BAi.CBi. 

La relation de projectivitë indiquée plus haut ne cesse pas d'exister 
quand on permute entre eux deux i)oints conjugues, C et Ci par exemple, 
dans les deux formes projcctives. L*ëquation (i) devient, après cette per- 
mutation, 

(I) ABt.BC.CiAi = AC.BA|.CtBi. 

Des permutations analogues permettent d*exprimer encore la relation 
d*involution entre les six points considérés par Tune des équations sui- 
vantes : 

AB.B|C|.CA| = ACi*B| A] .CB, 

AB.BfC .CiAi^AC .B|A|«C|B. 

Pour former l'une quelconque de ces quatre équations, la dernière par 
exemple, on prendra d*abord un segment AB ; puis le segment Bj C, com- 
pris entre le conjugué Bj de B et Tun des deux points du troisième couple; 
puis le segment CjAi, compris entre le conjugué Ci du point C et le con- 
jugué A| du point A du premier couple. Le produit de ces trois segments, 
AB.BiC.CiAi, forme le premier membre de l'équation. Pour former le 
second membre, il suffit de renverser chacun des trois segments du pre- 
mier, de permuter les indices et de faire le produit des nouveaux segments 
ainsi obtenus. 

On peut établir des relations analogues entre les sinus des angles formés 
par les six éléments d*une involution dans un faisceau de rayons du pre- 
mier ordre. Nous nous bornerons à indiquer une de ces relations, à titre 
d'exemple : 

. '^ . ^^ . ^'^ . ^^ . ^""^ . ^ 
shiaù. sin^iC. sinci^i = smac. sin6|âi. sinciO, 

IL — Centre de la ponctuelle involutoire. 

197. Les équations (i) et (I) deviennent beaucoup plus simples si l'un 
des six points, C, par exemple, passe à Tinfini. Son conjugué C coïncide 
alors avec le point 0, qui est le conjugué du point à Tinfini, et qu'on nomme 
vc/ttre (le la ponctuelle en involution. Dans ce cas, les rapports 

BC, _ AC, — AB _ AB 

ACi ACi ACi 

C,Ai C.B, — A.B, ___ AiBi 
cTÏÏ;"" C,Bi ""' CiBi 
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différent infiniment peu de Tunité, puisque ACi et GiBi croissent à l'infini, 
tandis que AB et A|Bi sont des segments finis. 

Les équations (i) et (I) deviennent donc les suivantes : 

ABi.OA|=BAi.OBi, 
ABj.BO = AO.BAi, 
et, divisant, 

0A| _ 0B| 
BO "" AO * 

Cette relation peut être mise sous la forme 
(a) OA.OAi=OB.OB,. 

D'où il suit que : 

Deux points correspondants quelconques d'une ponctuelle en involutlon 
forment y avec le centre de la ponctuelle, deux segments dont le produit est 
constant, 

III. — Points donbles. 

198. Si la ponctuelle a deux points doubles, M et N [fig. 5i), en cha- 
cun desquels deux points conjugues coïncident, on déduit de (2] 

(3) OA.OAj = Ôm' = Ôn'. 

Le centre O d'une ponctuelle en involutlon est donc le point milieu du 
segment MN compris entre les points doubles. 

Cette équation exprime aussi que M et N sont harmoniquement séparés 
par A et Al (38), ce que, du reste, nous savions déjà d'autre part (186, 
190). 

Selon que le produit OA . OAi est positif ou négatif, il existe des points 
doubles ou il n*en existe pas. Donc : 

Deux points conjugués quelconques A et Ai d'une ponctuelle en involu^ 
tien sont situés d'un même côté, par rapport au centre 0, si la ponctuelle 
a des points doubles, et de part et d'autre du centre si la ponctuelle n'a pas 
de points doubles. 

199. Décrivons [fig- 5o, 5i) sur les segments AAi, BBj, CCi, limités 
par deux points conjugués d*une ponctuelle en involution, des cercles qui 
aient ces segments pour diamètres. Désignons par r le rayon de Tun quel- 

II. 
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conque de ces cercles, par exemple de celui qui est décrit sur AA|, et pari/ 
la distance de son centre K au point 0* Nous aurons 

OA = OK— AK=:rf— r, 

OA, = OR -f- KAt = ^-+- r, 

et, |>ar conséquent, 

OA.OAi = £/*— r». 

Si kl iH^nclueUe en involution a deux points doubles, M et N, le point 
est en deliors du cercle K ( 198) etd* — r* représente le carré de la tan- 
^nte i qu*on peut mener du point à ce cercle; car f et r sont les côtés 
de Pan^le dn>it d*un triangle rectangle dont d est Tb jpoténuse. 

D'après réquation (a), la longueur de la tangente t est constante poar 
ttHis les cercles construits sur les s^ments AAj, BBi, .... D'après réqua- 
tion ^ 3 ), cette longueur est égale à la moitié du sèment MN, compris entre 
les points doubles. Donc : 

Lts circonférences (lécrites sur les segments AAi, BBi, ..., limités par 
les couples de points conjugués d'une ponctuelle en imx>lutfon, sont 
i-oupt'es orthogonalemcnt par la circonférence décrite du centre sur le 
segment tles points doubles. 

On voit aussi que : 

Les circonférences décrites sur AAj, BBj, . . . coupent orthogonalement 
toute circonférence passant par les points doubles. 

Quand la ponctuelle en involution n'a pas de points doubles, son centre 
O est à rintérieur du cercle décrit sur AAt et d* — r* est négatif. 

Menons dans le cercle, par le point 0, la corde PQ perpendiculaire à 
AA|. Chacune des moitiés, OP, OQ, de cette corde est Tun des côtés de 
l\ui^U^ dixût d'un triangle rectangle ayant pour second côté </ et pourhyiK)- 
tvauHC r. On a donc 

d*-hÔp'=r^, 
ou 

d^'-r^=^Ôp'= — Ôq'. 

iV^^pi^^ l\k|uatii>u (ti ), la longueur de la demi-corde doit rester la même 
|^»wv U^u.i IvJ* ^tMvIes décrits sur les segments AAj, BBj, CC|, .... Ils"»^ 
vW U \\\Ao iouA iVA cercles passent par les points P et Q, et que les aiij^les 

\k^V^» l^^^ix Cn^u . . • S4>Dt droits. 
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Nous pouvons donc énoncer successivement les propositions suivantes : 

Quand une ponctuelle en involution n'a pas de points doubles, toutes les 
circonférences décrites sur les segments AAj, BBj, ..., limités par les 
couples de points conjugues, passent par les deux points où se coupent deux 
quelconques d'entre elles. 

Quand une ponctuelle en inpolution n'a pas de points doubles, il y a, 
dans tout plan qui la contient, deux points, P et Q, de chacun desquels le 
système est projeté par un faisceau en inpolution, dont les couples de rayons 
conjugués sont rectangulaires. 

Un faisceau de rayons en inpolution est rectangulaire lorsque deux cou- 
ples quelconques de rayons conjugués se coupent à angle droit. 

Si l'on inscrit dans une courbe du second ordre une suite de triangles rec' 
tangles, disposés de telle sorte que les sommets des angles droits soient tous 
en un point S, les hypoténuses se coupent toutes en un même point. 

Les points de la courbe sont en effet involutoirement accouplés par le 
faisceau rectangulaire S (180). 

IV. — Foyers. 

2(K). On nomme foyer d'une courbe du second ordre un point tel que 
les couples de rayons qui en sont issus, et qui sont conjugués (111) par 
rapi>ort à la courbe, se coupent toujours à angle droit. En d'autres termes, 
nn foyer est un point tel que les côtés de tout angle droit ayant son sommet 
en ce point sont des droites conjuguées par rapport à la courbe. 

Le faisceau en inpolution des rayons conjugués qui se croisent en un 
foyer ne peut pas apoir de rayons doubles. 

Tout rayon est, en effet, perpendiculaire à son conjugué. On ne peut 
donc pas mener du foyer des tangentes à la courbe, ce qui revient à dire 
f^ un foyer est toujours situé dans la région interne de la courbe (185). 

Tout foyer F est situé sur un axe de la courbe. En d'autres termes, le 
diamètre passant par un foyer est un axe de la courbe; car il est perpendi- 
culaire à la corde conjuguée qui passe par le même foyer (131). 

La droite qui joint deux foyers F, Fi d'une courbe du second ordre est 
un axe de la courbe. 

Cette droite est, en effet, conjuguée aux deux perpendiculaires qu'on 
peut élever sur elle en F et en Fj, et son pôle coïncide avec le point à Tin- 
Gni des deux perpendiculaires. 
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Dans le cercle, le centre peut être considère comme un foyer. Deux 
rayons conjugués par rapport à un cercle ne sont perpendiculaires entre 
eux que si Fun d*eux ou chacun d*eux est un diamètre. Par où l'on voit 
aisément que le cercle na d'autre foyer que son centre. 

Le cercle doit être considéré comme exclu des recherches suivantes. 




201. Toute droite/? [fg* 5^), située dans le plan d'une courbe du se- 
cond ordre, est conjuguée à la perpendiculaire /?j, abaissée sur p de son 
pôle. Soit a un axe de la courbe du second ordre, coupé par p et px en P 

et Pj, sous des angles aigus. Tout 
*^' ^' rayon du faisceau P est alors per- 

pendiculaire à son conjugué du 
faisceau P|. Rapportons, en effet, 
les faisceaux P et Pt projective- 
ment entre eux, en assignant à tout 
rayon de Tun, comme correspon- 
dant, le rayon conjugué de Tautre. 
Représentons par A le pôle à Tin- 
fini de l'axe a. Les trois rayons a, PA, /> de P sont respectivement per- 
pendiculaires à leurs correspondants conjugués Pi A, a et pi de Pj. Par 
suite, les faisceaux P et Pi engendrent un cercle qui a PPi pour dia- 
mètre, et deux rayons conjugués quelconques de ces faisceaux sont perpen- 
diculaires entre eux. Donc : 

jé tout point P, pris sur l'un des axes d'une courbe du second ordre, 
correspond, sur le même ajce, un autre point Pi, tel que deux rayons con- 
jugués quelconques^ passant respectivement par P et par Pj, sont perpen- 
diculaitvs entre eux. 

Lorsque deux points, dans la condition de P et de Pi, sont conjugués l'un 
à l'autre, les points de Vaxe a sont accouplés involutoirement. 

Rapportons, en effet, projectivement entre eux les deux faisceaux de 
rayons ])arallèles qui ont respectivement les directions des rayons p et/>„ 
en assignant comme correspondant, à chaque rayon de Tun, le rayon qui 
lui est conjugué dans l'autre. La droite a est coupée par les deux faisceaux 
suivant deux ponctuelles projectives, et ces ponctuelles sont en involution, 
car deux quelconques de leurs points, tels que Pet Pi, se correspondent 
doublement. 

Si la ponctuelle en involution a présente deux points doubles, chacun de 
ces points est un foyer de la courbe du second ordre. 
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Si la ponctuelle n'a pas de points doubles y chacun des deux points d'où 
eUe est projetée par un faisceau rectangulaire de rayons est un foyer de la 
courbe. 

£d effet, deux rayons rectangulaires quelconques, issus d*un tel point, 
sont conjugues. 

Dans le dernier cas, les foyers sont situés sur l'axe de la courbe du second 
ordre différent de a. Ils constituent les points doubles d'une ponctuelle 
involutoire formée, sur ce second axe, de la même manière que la ponctuelle 
située sur a dans le premier cas. 

202. Aucune courbe du second ordre n'a plus de deux foyers. 

En effet, la droite qui joint deux foyers est un axe de la courbe (200), e 
le cercle, qui seul a plus de deux axes (i35), n'a qu'un seul foyer (200). 

L*axe a d'une ellipse ou d'une hyperbole, sur lequel sont les deux foyers, 
est appelé axe principal de la courbe. 

L'hyperbole est coupée par son axe principal» 

En effet, les foyers situés dans la région interne (200) ne peuvent pas se 
trouver sur Taxe qui ne rencontre pas la courbe. 

Les foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole sont symétriquement placés 
par rapport au centre de la courbe. 

En effet (35, 36), dans la ponctuelle involutoire a, dont les points doubles 
sont les foyers, le centre est conjugué au point à l'infini, le second axe de la 
courbe étant conjugué à toutes les droites qui lui sont perpendiculaires. 

En général, les foyers sont harmoniquement séparés par deux droites 
conjuguées rectangulaires. 

Si la courbe du second ordre est une parabole ayant pour axe la ponc- 
tuelle a^ les deux faisceaux projectifs de rayons parallèles considérés plus 
haut (201) ont pour élément correspondant commun la droite à Tinfini, 
car cette droite est conjuguée à elle-même comme tmgente à la parabole. 
Dès lors, un point double de la ponctuelle involutoire a coïncide avec le 
point à l'infini, qui doit être considéré comme foyer de la parabole. Donc : 

La parabole a un seul foyer propre, lequel (comme second point double 
de a) divise en deux parties égales le segment compris entre deux points 
conjugués quelconques y P ^/ Pj . 

203. Soient F et Fi [fig- 5^) les deux foyers d'une courbe du second 
ordre, dont l'un est à l'infini sur l'axe, quand la courbe est une parabole. 
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Deux droites conjuguées rectangulaires, SP et SP|, sont harmoniquemeot 
séparées par les points F, F| et par conséquent aussi par les rayons SF, 
SFi. Ces droites conjuguées sont donc les bissectrices des angles formés par 
SFetSF, (36). 

Si S est un point de la courbe, Tune des droites SP, SP| est tangente ik 
courbe. 

Si S est situé en dehors de la courbe, SP et SP| sont aussi les bissectrices 
des angles formés par les deux tangentes à la courbe issues du point S; car 
ces tangentes sont aussi séparées hannoniquement par SP et SPf (ill)- 

Nous obtenons ainsi les propositions suivantes : 

Toute tangente à une courbe du second ordre forme des angles égaai 
aoec tes deux droites qui joignent son point de contact atur foyers de la 
courbe. 

L'angle formé par deux tangentes à mne courbe du second ordre a la 
même bissectrice que V angle des droites menées du point d'intersection des 
tangentes aux fojers de la courbe. 

Ces proi>ositions s*appliquent aussi à la parabole. Dans œ cas , la droite 
qui joint un point du plan au foyer à l'infini n*est autre que la parallèle 
menée à Taxe par le point considéré. 

204. D'autres propriétés remarquables résultent de œ que deux raroos 
conjugués quelconques, issus d'un foyer, sont perpendiculaires entre eux. 

Nous appelons directrice d'une courbe du second ordre la polaire/ d'un 
foyer F de la courbe. 

Le segment de toute tangente, compris entre le point de contact et tau 
directrice y est projeté du forer correspondant par un angle droit, 

Le$ côtés de cet angle sont en effet deux rayons conjngnés da foyer F, car 
le |HHUt où la tangente est coupée par la directrice y a pour polaire la droite 
qui joint le foyer F au point de contact (108). 

Si^iont TA et TB {J^g* 53' deux tangentes quelconques à une courbe du 
scctHHi or\ire; .VB est la polaire du point T. Le point d'intersection P de AB 
et iW/éunt dès lors le pèle de la droite TF ; I06\ ks rayons TF. PFsont 
ct>i\ju^ués et« par suite, rectangulaires. D*autre part, les rayons FA et FB 
MUit H^irtihMiiquenient séparés par FT et FP, puisque A et B sont bamiooi- 
queiiKiil 9«^pArés par P et FT. IKm? ks angles adjacents formés par FA et 
FB ^nit Fr <^t rr punir bissectrices ; en d'autres termes : 



Ltt dê\^tt ^m Joint mn fi^yer ptopnt d'une coarée dn second onbeau 



point d'intersection de deujc tangentes est bissectrice de l'angle formé par 
la droites qui joignent te même foyer aux points de contact. 

â05. Si l'on mène par A et B deux parallèles h FT, qui coupent la direc- 
trice / respectivement en A, et B,, les pointa A, et Bi sont aussi harmoni- 
qnement sépares par P et FT. Les angles formés par FAg et FB, ont donc 
aussi FP et VT pnur bissectrices. Il résulte immédiatement de là que les 
triangles AiAF, 6,6F sont semblables, et qu'on a la proportion 



FA: AA, = FB:BB,. 



Fis- Sî. 



Les segments AA| et BB) forment 
des angles égaux avec la directrice/ 
et sont, par conséquent, proportion- 
nels aux perpendiculaires qu'on peut 
abaisser des points A et B sur/. On 

FA ; AA, — F6 : BB,. 

A et 6 étant deux points quel- 
conques de la courbe, on a cette 
proposition : 

Les distances d'un point quel- 
conque de la courbe du second ordre 
à l'un des foyers et à la directrice 
correspondante sont entre elles dans 
un rapport constant. 

Dans la parabole, le rapport est 
/gai à l'unité; autrement dit, les deux distances sont égales, car le sommet 
est harmoniquement séparé du point à l'infini de la parabole par le foyer 
et par la directrice. 

Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, le rapport a la même valeur pour 
diaeun des deux foyers, considéré atee la directrice correspondante. Cette 
pro]>ricté résulte immédiatement de ce que chacun des axes dii'isela courbe 
en deux moitiés symétriques (134). Si donc r et r, sont les distances d'un 
point quelconque A de la courbe aux deux foy^s F et Fi ; rf et d, les dis- 
lances du même point aux deux directrices correspondantes /et /,, on a 




- est aussi égal à ce rapport constant. 
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Et, comme la distance constante des deux directrices est d-^ d^ poor 
Tellipse et £^ — d^ pour l'hyperbole, on voit que la somme ' + r, poor Fd- 
lipse et la difiërence r — r^ pour l'hyperbole sont aussi constantes. Donc: 

La somme des distances d'un point quelconque d'une ellipse à sesfoyen 
est constante. 

La différence des distances d'un point quelconque d'une hyperbole h ses 
foyers est constante, 

11 est d'ailleurs facile de reconnaître que cette somme, ou cette différence, 
est égale au segment compris entre les points sommets de l'axe principal. 

206. Les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées des foyers d'une 
ellipse ou d'une hyperbole sur les tangentes sont situés sur la circonférence 
qui a pour diamètre le segment compris entre les points sommets (133) rff 
l'axe principal. 



Fig. 51. 



Soient F et Fj [fig' 54) les foyers d'une ellipse, A et Ai les extrémités 

d'un diamètre. Le quadrangle FAFjAi est an 
parullëlogramme, puisque ses diagonales se 
coupent en leurs milieux au centre de la 
courbe. Les côlés de ce parallélogramme for- 
ment des angles égaux avec la tangente con- 
struite en A (203). Cette tangente est coupée 
par At Fj au point K, et le triangle A F, R est 
isoscèle. Le pied N de la perpendiculaire 
abaissée du foyer Fi sur la tangente est donc 
le point milieu de la base AK. Le point M est, 

d'autre part, le milieu de AAi ; MN est donc parallèle à Ai K et égal à 7A1K. 

Mais on a 

FiK = AF, = FA, ; 




d'où 



et, par conséquent, 



AiKzz:FA,-l-AiF„ 



MN=i(FAi-4-A,Fi). 



Le point N est donc à distance constante du centre M de l'ellipse. 

La circonférence décrite du centre M, et passant par N, passe aussi par les 
points sommets de l'axe principal; ciir ces points sont les pieds des perpen- 
diculaires qu'on peut abaisser des foyers sur les tangentes correspondantes. 

La démonstration pour l'hyperbole est tout à fait analogue. 
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207. Les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées du foyer F d'une 
parabole sur les tangentes sont situés sur la tangente au sommet de la 
courbe. 

Par le point d'intersection N (y%". 55) de la tangente au sommet NS 
et d*une autre tangente quelconque NA, menons une parallèle NF, à 

l*axe et une droite NF au foyer. Les angles FNA et SNF, sont égaux 
(203), puisque NFi contient le second foyer à Tinfini de la parabole; 

et, comme l'angle SNF| est droit, Tangle FNA doit l'être aussi. 

208. Les deux propositions précédentes fournis- S* 55. 
sent le moyen de construire très-simplement les 
foyers d'une courbe du second ordre. Mais la mé- 
thode suivante est encore plus simple, quand il 
s'agit de l'ellipse ou de l'hyperbole. 

Les tangentes aux sommets de l'axe principal 
coupent une troisième tangente quelconque en 
deux points, P et Q, qui sont projetés, de tout point 
de l'axe principal, par un couple de rayons con- 
jugués (1 1 6). On déterminera donc les foyers, pour 
lesquels les deux rayons conjugués doivent être 
rectangulaires, en décrivant, sur PQ comme diamètre, un cercle dont les 
points d'intersection avec l'axe principal seront les foyers cherchés. 




209. Si deux tangentes TA et TB [fig, 56) à une courbe du second ordre 
sont coupées par une troisième, respective- 
ment aux points A| et Bj, A, B, G étant les pjg, 56 
trois points de conlact et F un foyer propre de 
la courbe, on a (204>) les relations suivantes 
entre les angles qui projettent de ce foyer les 
segments des tangentes : 

BiFC=: BFBi =iBFC, 

CFAt=AiFA=:{CFA, 

et, par conséquent, 




BiFC -4- CFA, = j (BFC -4- CFA), ou bien BiFA, = BFT = TFA. 
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Donc : 

Le segment variable, limité sur une tangente mobile à la courbe du se- 
cond ordre par deux tangentes fixes, est projeté d'un même foyer sous an 
angle de grandeur constante. 

Pendant que le point de contact C de la tangente mobile parcourt la 
courbe, les points Ai et B, décrivent sur les tangentes fixes deux i)onctueIks 
projectives, et les rayons FAi, FB, décrivent autour du foyer F deux fais- 
ceaux égaux de rayons. Donc : 

Les ponctuelles projectiles résultant de l'intersection de deux tangentes à 
la courbe du second ordre par toutes les autres tangentes sont projetées, de 
chacun des foyers de la courbe, par deux faisceaux de rayons égaux et 
projectifs concordants. 

Cette propriété s'étend à la parabole, qui a pour second foyer son point à 
rinfini, et au cercle, dont le centre est un foyer. 

On pourra donc construire autant de tangentes qu*on voudra à une courbe 
du second ordre, étant donnés un foyer et trois tangentes. 

Lorsque, dans le cas de la parabole, la tangente mobile AiBi passe à 
Tinfini, on vérifie que Tangle des droites FA| et FBj est égal à I'uq des 
angles formés par les tangentes fixes TA et TB. L'angle A|FBi ayant 
d'ailleurs la même ouverture dans toutes les positions de la tangente mobile, 
on en déduit que : 

Toute circonférence circonscrite au triangle formé par trois tangentes à 
une parabole passe par le foyer de la courbe. 

Par suite : 

Les circonférences circonscrites aux quatre triangles formés par les côtés 
d'un quadrilatère, pris trois h trois, ont une intersection commune au foyer 
tic la parabole inscrite dans le quadrilaière. 

Lorsque, dans le cas de l'hyperbole, les deux tangentes fixes TA, TB 
80 c(m fondent avec les asymptotes et ont par conséquent pour points de 
contact, A et B, leurs points à l'infini, les droites TB et FB sont parallèles, 

et l'angle B|FA|, égal à BFf, est égal aussi à l'un des angles formés par 
l'asymptote TB et (>ar l'axe principal TF. De même, le second angle formé 
par les droites TB et TF est éf^sl à Tangle AtF|B|, suivant lequel le s^- 
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ment A|B| est projeté du second foyer Fp Les deux angles B|FAt9 ^i^iBi 
sont donc supplémentaires, et par suite : 

Les foyers d'une hyperbole et les points d'intersection d'une tangente quel- 
conque avec les asymptotes sont quatre points situés sur une même circon- 
férence. 

On voit d'ailleurs facilement (203) que le centre de cette circonférence et 
les deux mêmes points d'intersection déterminent une seconde circonfé- 
rence qui passe par le centre de l'hyperbole. 
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I. — Éléments unis dam ls> lormea élémontaiioa projoctdTei qsi 
repoiont l'nno anr l'antre. 

210. Déterminer les points unis dans deux formes projectives 
de points, k et fc,, du second ordre, situées sur la même courbe. 

Soient A, B, C {^g- Sy) trois points quelconques de k, et, res- 
pectivement, A,, Bi, C, 
lespointscorrespondanls 
de kt. En projetant li 
forme k, du point A et 1) 
forme A' du point A| , nous 
obtenons deux faisceauii 
projectifs de rayons 
A(A,B,C,)elA,(.\BC), 
qui sont en position 
perspective, puisque le 
rayon AjV, du faisceau A 
a pour correspondant le rayon A, A du faisceau A,. Les point* 
d'intersection de deuit rayons correspondants quelconques des 
faisceaux se trouvent donc sur la droite u, qui joint le point d'in- 
tersection de AB, et de A, B au point d'intersection de AC, el 
de A,C. Les points où la droite u rencontre la courLe sont les 
points unis des formes k et k,. 
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On obtient deux points unis ou un seul, ou l*on n'en obtient au- 
cun , selon que la droite u coupe la courbe, ou la touche, ou ne la 
rencontre pas. 

Le théorème de Pascal permet de trouver, sur la droite u, le 
point d'intersection des droites BC4 et 64 C. Les trois couples de 
côtés opposés de Thexagone AB| CA| BC|, inscrit à la courbe du 
second ordre, se coupent en effet sur u. 

On détermine aussi la droite u en projetant les formes projec- 
tives ki et k, respectivement des points B et B, , ou encore des points 
C et C|, au moyen de deux faisceaux de rayons, qui sont égale- 
ment perspectifs. 

En général, si P, Q sont deux points quelconques de k, et P| , 
Qi les points correspondants de /r,, le point d'intersection de PQi 
et de P| Q est sur la droite u. On peut donc construire la droite u, 
étant donnés trois points quelconques de k et les points corres- 
pondants de ki . 

Quand les deux formes k elki sont en involution, elles consti- 
tuent une courbe involutoire du second ordre. La droite u est l'axe 
d^involution. 

Quand il existe des points doubles, la courbe est rencontrée 
en ces points par l'axe d'involution. Il sufGt en ce cas, pour con- 
struire u, de connaître deux couples de points conjugués, A, A| et 
B, B| . Aux points A, B, Ai de k correspondent en effet les points 
A|,B|, A de /:«, et u passe par les deux points où les droites AB| 
et AB sont respectivement coupées par les droites A| B et A| B| 
(fig. 44 et 45). 

Le pôle de u, où se coupent les droites AA| et BB4, est le 
centre de Tinvolution, et si deux tangentes peuvent être menées 
à la courbe par ce point, elles ont pour points de contact les points 
doubles. 

211. On peut ramener au problème précédent les divers autres 
cas qui se trouvent compris dans cet énoncé plus général : 

Déterminer les éléments unis dans deux formes élémentaires 
situées l'une sur l'autre. 

Si les formes élémentaires sont deux surfaces coniques ou deux 
systèmes de droites génératrices d'une surface doublement recti- 
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ligne, on les coupe par un plan quelconque, suivant deux fonnes 
projectives de points qui sont situées sur uue même courbe du 
second ordre. 

S'il s'agit de deux faisceaux de rayons du second ordre, les 
courbes que ces faisceaux enveloppent sont encore situées l'uoc 
sur l'autre et projectives. Il sufGt alors de déterminer les points 
unis de ces courbes; les rayons cherchés passent par ces poinU. 

Si les formes données sont deux faisceaux de rayons du premier 
ordre, concentriques et situés dans un même plan, on fait passer 
par leur centre commun une courbe du second ordre, qui la 
coupe suivant deux formes projectives de points, k et k,. Les 
deux rayons unis des faisceaux passent par les deux points unis 
de k et de k,. 

Si les deux formes élémentaires projectives sont deux ponc- 
tuelles superposées, v et v, {fig- 58), on ramène ce cas au pré- 

Fij. 58. 




cèdent en projetant les ponctuelles d'un point quelconque S, a" 
moyen do deux faisceaux concentriques de rayons. 

On faitpasserparS, dans le plan Sv, une courbe du second ordre, 
un cercle par exemple. On projette du point S, sur la courbe, 
irois points quelconques A, B, C de v, et les trois points corres- 
pondants A,, B,, C, de c,. On obtient ainsi les points A', B', C 
et A',, lî' , C, de la courbe, et la droite « est déterminée, puis- 
qu'elle doit passer par les points d'intersection de A'B*, el de 
A',B', de B'C. et de B',C' de C'A', et de C',A'. Si donc la 
courbe du second ordre est coupée par « en deux points M', \, 
on projette ces points de S sur la droite v, et l'on obtient les points 
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M, N de \f qui coïncident avec les points correspondants M,, N| 
de v'|. 

n. — Gonstmction des points communs à une conique et à une droite. 



212. Étant donnés, dans un plan, 
une droite u et cinq points A, B, C, 
D, E d'une courbe du second ordre, 
construire les points communs à la 
courbe et à la droite u. 



Étant donnés, dans un plan^ un 
point S et cinq tangentes à une 
courbe du second ordre, construii-e 
les tangentes à la courbe qui pas- 
sent par le point S. 



Les faisceaux de rayons A et B engendreront la courbe, s'ils 
sont rapportés projectivement entre eux, de telle sorte qu'aux 
rayons AC, AD, AE de Tun correspondent respectivement les 
rayons BC, BD, BE de Tautre. Mais la droite u coupe les faisceaux 
suivant deux ponctuelles projectives, dont les points unis (si elles 
en ont) sont les points communs à cette droite et à la courbe. 
Dès lors, selon que les ponctuelles auront deux points unis, ou 
un seul, ou qu'elles n'en auront aucun, la droite u coupera la 
courbe, ou la touchera en un point, ou n'aura avec elle aucun 
point commun. 

On peut rechercher de cette manière (96, 97) si la courbe et la 
droite à Tinfini ont deux points unis, ou un seul, ou si elles n'en 
ont aucun, et l'on résout ainsi ce problème : 

f^érifier si une courbe de second ordre dont on connaît cinq 
points est une hyperbole, une parabole ou une ellipse. 

S'il s'agit de construire des points communs à une courbe du 
second ordre et à une droite, étant données cinq tangentes à la 
courbe, on détermine les points de contact des tangentes et Ton est 
ainsi ramené au problème précédent. 



m. — Construction des courbes du second ordre assujetties 

à des conditions données. 



213. Construim une courbe du 
second ordre passant par quatre 
points donnés A, B, C, D, et tan- 



Construire une courbe du second 
ordre tangente à quatre droites don- 
nées a, ^, c, d et passant pur un 

12 
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gente à une droite donnée u, qui ne 
passe par aucun des points donnés. 

Les cotés du quadrangle déter- 
miné par les quatre points donnés 
coupent la droite u en quatre points, 
qui forment deux couples d'une in- 
volution dont on cherche les points 
doubles. 

S*il y a deux pointsdoub les (194), 
le problème est résolu par deux 
courbes du second ordre que l'on 
peut construire par points, en ap- 
pliquant le théorème de Pascal. 

S'il n'y a pas de points doubles, 
aucune courbe du second ordre ne 
satisfait aux conditions proposées. 

Si la droite u est à distance infi- 
nie, le problème devient : 

Construite une parabole qui passe 
par quatre points donnés A, B, C, 
D. 



point donné S, qui n 'est sur aucune 
des droites données. 

Les sommets du quadrilatère dé- 
terminé par les quatre droites don- 
nées sont projetés du point S par 
quatre rayons, qui forment deui 
couples d'une in volution dont on 
cherche les rayons doubles. 

S'il y a deux rayons doubles, le 
problème est résolu par deux cour- 
bes du second ordre que Ton peut 
construire par tangentes, en appli- 
quant le théorème de Brianchon. 

S'il n'y a pas de rayons doubles, 
aucune courbe du second ordre ne 
satisfait aux conditions proposées. 

Si l'une des droites données esta 
distance infinie, le problème devient: 

Construire une parabole tangente 
à trois droites données et passant par 
un point donné. 



IV. — Deux polygones simples étant donnés dans nn plan, constrnire 
nn troisième polygone, inscrit à l'nn des denx premiers et circonscrit 
à l'antre. 

214. Le problème peut encore être énoncé, avec plus de préci- 
sion, dans les termes suivants : 

Construire un polygone [n-gone) dont les sommets s^ ap- 
puient sur n droites Utf U2y u^, , . ., Un, données dans un plan, et 
dont les côtés passent par n points, 81,82,83, . . . , S„, donnés dam 
le même plan. 

Projetons, du centre S|, les divers points de U| sur M2. Proje- 
tons ensuite, du centre 83 sur U3, la ponctuelle u^, obtenue par la 
projection précédente; puis, du centre 8j, la ponctuelle 1^3 sur 
U4, ..., et, finalement, du centre 8„, la ponctuelle u^ sur U|. 
Chacune des n •+• i ponctuelles projectives ainsi obtenues est une 
projection de la précédente, et deux d'entre elles, la première et 
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la dernière, reposent sur une même droite Ui . Chacun des points 
unis de ces deux ponctuelles fournira donc sur Uf le sommet d'un 
polygone satisfaisant aux conditions de Ténoncé. Il y aura, en gé- 
néral, deux points unis et, par suite, deux solutions. 

Dans le cas particulier où les deux ponctuelles projectives ii| 
ont plus de deux points unis, et par conséquent tous leurs points 
unis, le problème comporte une infinité de solutions. 

Il n'est pas nécessaire, d'ailleurs, que les droites ii|, 1^29 
U3, . . ., u„ et les points S|, S2, S3, . . ., S„ soient, comme nous 
l'avons d'abord supposé, situés dans un même plan. Il suffit que 
S| soit dans un plan avec Ui et U2, et, pareillement, S2 avec 1^2 et 
U3, . . . , S„ avec w„ et U| ( * ). 

y. — Éléments accouplés dans deux formes élémentaires involntoires 

situées l'une sur l'autre. 

215. Déterminer les éléments accouplés dans deux formes élé- 
mentaires inyfolutoires situées l'une sur l'autre. 

Supposons que les deux formes élémentaires soient deux formes 
de points en involution, situées sur une même courbe du second 
ordre. Soient, dans l'une des formes {fig* 5()), deux points A et B 
de la courbe, respectivement conju- 
gués aux points A| et Bi, et, dans 
l'autre forme, deux points C et D, 
conjugués aux points C| et D|. Déter- 
minons les centres d'involution U et 
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V. 



V, tels que deux points conjugués ^ 

quelconques de l'une des formes de -^ aIv "' 

points soient alignés avec U, et deux "^b1 

points conjugués de l'autre forme avec V. 

Si la droite UV est coupée par la courbe en deux points, X et 
X|, ces deux points sont conjugués entre eux dans chacune des 
deux formes involntoires de points. Si UV est tangente à la courbe, 
le point de contact est un point double de chacune des deux 



(*) Le cadre de nos leçons ne nous permet pas d'entrer dans tous les déTeloppe- 
ments que comporterait cet intéressant problème. On sait le parti qu'en a pu tirer 
PoRCiLn {jéppiicationt d*jinaijrse et de Géométrie^ etc., t. II, Paris, i86/|, p. 1-66). 

12. 
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formes. Enfin, si UV n*a aucun point commun avec la courbe^ 
il n*y a, dans les deux formes involutoires, aucun point qui soit 
doublement conjugué à lui-même ou à un autre point. Ce dernier 
cas se présente seulement lorsque chacune des deux ponctuelles 
invoiutoires a deux points doubles (18o), car alors seulement les 
centres d'involution U et V sont situés en dehors de la courbe. 
Les polaires des points U et V se coupant d'ailleurs au pôle de la 
droite UV, c'est-à-dire à Tintérieur de la courbe, il s'ensuit que les 
points doubles de chaque ponctuelle sont séparés par les points 
doubles de l'autre. 

Si les formes élémentaires invoiutoires sont deux faisceaux 
concentriques de rayons, situés dans le même plan, on les coupe 
suivant une courbe du second ordre passant par leur centre com- 
mun. 

On peut ramener, de la même manière, tous les cas du pro- 
blème général à celui que nous venons de considérer. 

Le dernier résultat obtenu ne s'applique donc pas seulement à 
deux formes invoiutoires de points situées sur la même courbe du 
second ordre. Il peut être exprimé, d'une manière plus générale, 
par cet énoncé : 

Deux formes élémentaires inv^olutoires situées l'une sur l'autre 
ont deux mêmes éléments, conjugués dans chacune d'elles, sauf 
le cas où les deux formes sont ins^olutoires opposées et où les 
éléments doubles de l'une sont séparés par ceux de l'autre. Si ces 
éléments, doublement conjugués entre eux y s'unissent, les formes 
invoiutoires ont un élément double uni. 

Si les formes sont deux faisceaux de rayons du premier ordre, 
dont l'un orthogonal (198), celui-ci ne possède aucun rayon 
double ; de là ce cas particulier de la proposition : 

Dans tout faisceau de rayons invoiutoires du premier ordre, il 
y a deux rayons accouplés rectangulaires. 

216. Nous avons ainsi démontré de nouveau la proposition du 
n° 1 36, savoir : 

V ellipse et l'hyperbole ont deux diamètres conjugués perpen^ 
diculaires entre eux, c'est-à-dire deux axes. 
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Tous les diamètres forment, en effet, un faisceau involutoire de 
rayons, si deux diamètres conjugués sont accouplés Tun à Tautre 

(189). 

Ce résultat appartient à la géométrie de la mesure, aussi bien 
que le problème suivant qui s'y rattache : 

Etant donnés deux couples de diamètres conjugués d'une courbe 
du second ordre, construire les axes de la courbe. 

Par le centre S de la courbe [fig* 60) où se coupent les diamè- 
tres donnés, on fait passer un cercle quel- 
conque C, qui rencontre deux des diamètres 
conjugués aux points A, Ai et les deux autres 
en B, B|. Les points du cercle sont ainsi in- 
volutoirement accouplés, au moyen du fais- 
ceau de diamètres, et le point U d'intersection 
de AAi, BBi est le centre d'involution avec 
lequel s^alignent deux points conjugués quel- 
conques du cercle. La droite qui joint le 
point U au centre C coupe le cercle en deux 
points conjugués, X et X|, qui sont projetés de S par les deux 
axes cherchés, SX et SX|. 

Si le point U est extérieur au cercle, celui-ci a deux points 
doubles, M, N, qui sont projetés de U par deux tangentes au 
cercle et de S par les asymptotes de l'hyperbole à laquelle appar- 
tient, dans ce cas, le faisceau de diamètres donné (136). 




YI. — Déterminer, dans on faisceau involutoire de rayons, deux rayons 
qui soient harmoniqnement séparés par deux points donnés de leur plan. 

217. Nous supposerons, pour rendre la solution possible, que 
les points donnés M, N ne sont pas alignés avec le centre S du 
faisceau de rayons et qu'aucun rayon double du faisceau ne passe 
par l'un ou l'autre de ces points. Cela posé, projetons du point S, 
au moyen d'un second faisceau involutoire de rayons, la ponc- 
tuelle involutoire dont Met N sont les points doubles. Il ne reste 
plus qu'à déterminer les deux rayons qui sont conjugués entre 
eux dans chacun des deux faisceaux (215). 
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Le même problème peut être posé pour d'autres formes élé- 
mentaires. On pourrait se donner, par exemple, à la place du 
faisceau S, une ponctuelle involutoire située sur la droite MN. 
Si, dans ce cas, le point N passait à l'infini, on aurait ce problème 
particulier : 

Déterminer, sur une ponctuelle involutoire, deux points con- 
jugués tjui soient à égale distance d'un point quelconque M, donné 
sur le lieu de la ponctuelle. 



VII. 



- Ëlémeota don]>les dana les formaB involotoirei. 



218. Étant donné, daiin le plan 
d'untriangle, un faisceau ùipolaio/re 
ife rayons, dont aucun rayon double 
ne passe par l'un quelconque des 
sommets, circonscrire au triangle une 
courbe du second onlre par rapport 
à laquelle deux rayons accouplés du 
faisceau soient conjugués. 



Etant donnée, dans le plan d'au 
triangle, une ponctuelle im^utoiir, 
dont aucun p.-int double n'appar- 
tient à l'un quelconque des côtés, 
inscrire au triangle une courbe d» 
second ordre par rapport à laquelle 
deujc points accouplés de la ponc- 
tuelle soient conjugués . 



Pour que le problème (à gauche] soit possible, il faut que le 
centre du faisceau involutoire donné F {Jig- t>t] ne coïncide avec 
aucun des sommets du trian- 
gle ABC; il faut, en d'autre» 
termes , que deux côtés quel- 
conques, ABetAC,dece triangle, 
ne passent pas par le point F. 
S'il existe réellement une courbe 
satisfaisant aux conditions de 
l'énoncé, les côtés considérés, 
AB et AC, rencontreront la po- 
laire du point F par rapport à 
celte courbe, respectivement eu 
deux points, tels que P et Q, dont les polaires passeront par le 
point F (108). Mais, d'une part, les points P et Q doivent être 
harmoniquement séparés de leurs polaires par la courbe, et, d'autre 
part, deux rajons accouplés du faisceau F doivent être conjugués 
par rapport à la même courbe. Nous pouvons donc déterminer les 
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points tels que P et Q en construisant^ dans le faisceau F, deux 
rayons accouplés, p et p^y harmoniquement séparés par les points 
A et B, et deux autres rayons, ^ et ^i, harmoniquement séparés 
par les points A et C. 

Si cette construction notait pas possible, aucune courbe du 
second ordre ne satisferait aux conditions de l'énoncé; mais l'im- 
possibilité ne se produit que si le faisceau F a deux rayons doubles, 
séparés l'un de l'autre par A et B ou par A et C (215). 

La droite AB étant coupée parles rayons^ et pi, respective- 
ment en P etP|, et la droite AC par les rayons q et q^ en Qet Qi, 
nous pouvons faire Tune des quatre hypothèses suivantes : 

1° P et Q sont respectivement les p<Mes de pi et de g^. 

2** P et Q, » »» » pi et de q, 

3** Pi et Q » • »» p et de qi* 

4° Pi et Qi' » » » p et de q. 

Chacune de ces quatre hypothèses conduit à une solution du 
problème proposé. Si c'est la première qu'on a faite, on cherchera 
sur la droite PC le point Ci, harmoniquement séparé de C par le 
point P et par sa polaire pt ; on cherchera pareillement sur QB le 
point B|, harmoniquement séparé de B par le point Q et par sa 
polaire ^ i . 

La courbe du second ordre qui passe par les cinq points 
ABCB|C|, et dont on peut déterminer les autres points parles 
méthodes connues, satisfait à toutes les conditions du problème. 
En effet, elle est d'abord circonscrite au triangle ABC; d'autre 
part, deux couples de points. A, B et C, C| de la courbe, étant 
harmoniquement séparés par Pet^i, P est le pôle de pi et, par 
suite, le rayon FP, où p est conjugue au rayon pt ; le rayon q est, 
pareillement, conjugué au rayon ^i ; en sorte que deux rayons 
accouplés du faisceau F sont conjugués par rapport à la courbe. 

Si le faisceau involutoire de rayons avait deux rayons doubles, 
c'est-à-dire deux rayons qui seraient tangents à la courbe du se- 
cond ordre cherchée, le problème pourrait s'énoncer ainsi : 



Circonscrire à un triangle donné 
une courbe du second ordre qui soit 
tangente à deux droites données 
dans le plan du triangle. 



Inscrire dans un triangle donné 
une courbe du second ordre qui 
passe par deux points donnés dans 
le plan du triangle. 
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Quand le faisceau F n'a pas de rayons doubles, le problème 
comporte quatre solutions. Tel est le cas qui se présente lorsque 
le faisceau F est orthogonal. Le point F est alors un foyer de la 
courbe cherchée. Nous avons donc incidemment résolu ce pro- 
blème : 

Circonscrire à un triangle donné quatre courbes du second 
ordre, qui aient pour Joyer commun un point donné. 

219. Nous terminerons ce Chapitre par un problème qui, pour 
n'être pas du second degré, n'en est pas moins étroitement lié à 
celui qui précède : 



Etant donnée, dans le plan d'un 
triangle ABC Ifig' 62), une ponc- 
tuelle inrolutoire u, dont aucun point 
double ne repose sur un côté, circon- 
scrire au triangle une courbe du se- 
cond ordre, par rapport à laquelle 
deux points accouplés de u soient 
réciproques. 



Étant donne*, dans le plan d*un 
triangle ABC, un faisceau involu- 
toire de rayons S, dont aucun rayon 
double ne passe par un sommet, in- 
scriiv dans le triangle une courbe 
du second ordre, par rapport à la-^ 
quelle deux rayons accouplés de S 
soient réciproques. 

Soient (à gauche) K| et M| 
les points de la forme involu-- 
toire M, respectivement conju- 
gués aux points K et RI où la 
droite u est coupée par AB, BC ; 
soient, en outre, Kj le point 
de AB harmoniquement séparé 
de K par les points A, B de la 
courbe, et M2 le point de BG- 
harmoniquement séparé de M 
par les points B, C. La drojte 
K| K2 est la polaire du point K 
par rapport à la courbe cher- 
chée; car les points K| et K2 sont tous deux conjugués au point K. 
Pareillement, M, M2 est la polaire du point M. 

Cela posé, si C| est le point harmoniquement séparé de C par 
le point K et par la droite K1K2, et A| le point harmonique- 
ment séparé de A par le point M et par la droite M1M2, la 
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rbe cherchée passe par les cinq points A, B, C, A| , C|. En 

:t, K est harmoniquement séparé de la droite K1K2, aussi 

n par les points A et B de la courbe que par les points C et C| ; 

îst donc le pôle de K1K2, et les points K, K| sont, conformé- 

Qt aux conditions posées, réciproques par rapport à la 

irbe. Il en est de même des points M, M,. 

M la ponctuelle involutoire a deux points doubles, ces points 

ivent être construits, et le problème est ainsi ramené à cet 

re déjà résolu : Faire passer une courbe du second ordre par 

\q points donnés dans un plan. 

Le problème n'admet jamais qu'une seule solution. 
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CHAPITRE XV. 

PROJEGTIYITÉ DES FORMES FOHDAMEHTALES DE LA SEGOHDE ESPÈCE. 



Porcelet, Traité des propriétés projectiveSt etc. Paris, 1 865-1 866. — MObics, Der ^a- 
rjrcentrische Calcul. Leipzig, 1827, Cap. VII. — Staudt, Géométrie der Loge. Nûrn- 
berç, 1847, P* 60-67. — Chasles, Traité de Géométrie supérieure. Paris, i852. Cha- 
pitres XXV, XXVI. — Bellàvitis, Principii délia Geometria di derivazione {yinnali 
di Scienze matematiche e fisiche^ t. V. Roma, i854, p* /| 28-4 ^3). — Witzscbel, 
Grundlinien der neueren Géométrie. Leipzig, i858, § 166-17 1. — Weissenboiin, Die 
Projection in der Ebene, Berlin, 1862, p. iio-i65. — Pfafp, Neuere Géométrie. Er- 
langen, 1867, $5. — Rete, Die Géométrie der Loge. Hannover, 1868, p. 1-18. — 
Staudigl, Lehrbuch der neueren Géométrie. Wien, 1870, III Abschn. — Hakeel, Die 
Elemente der projectivischen Géométrie, etc. Leipzig, 1876, VII Abschn. 



I. — Formes collinéaires. 

220. On appelle perspectifs : 

1** Un système plan et une gerbe, quand le système plan est une 
section de la gerbe, et, réciproquement, la gerbe une projection 
du système plan ; 

2° Deux systèmes plans, quand ils sont des sections d'une même 
gerbe ; 

3*^ Deux gerbes, quand elles sont des projections d'un même 
système plan. 

Lorsque, dans une série de formes fondamentales de la seconde 
espèce, chaque forme est perspective à la suivante, deux quel- 
conques d'entre elles, la première et la dernière par exemple, 
sont rapportées l'une à l'autre, ainsi qu'on l'a déjà vu pour les 
formes fondamentales simples. Chaque élément de l'une des deux 
formes considérées correspond, en effet, à un élémjent déterminé 
de l'autre ^ mais, en général, les deux formes ainsi rapportées ne 
sont pas perspectives. 

Si l'on modifie la position relative de deux formes perspectives 
de la seconde espèce (par exemple de deux systèmes plans per- 
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spectifs), une certaine relation persiste entre ces formes, mais elles 
perdent la relation de perspectivité. Dans les deux systèmes plans 
liés par cette condition, à toute ponctuelle correspond une ponc- 
tuelle; à lout faisceau de rayons, un faisceau de rayons; à toute 
courbe avec ses tangentes, une courbe avec ses tangentes ; à tout 
«-gone, un n-gone, et ainsi de suite. 

221 . Nous appellerons collinéaires ( * ) ou homographif/ues : 

1^ Deux systèmes plans, Z et S|, si atout point P de Z correspond 
un point P| de S|, et à toute droite g de Z, passant par P, une 
droite gi de Z|, passant par P| -, 

2° Un système plan S et une gerbe S| , si à tout point P de S 
correspond un rayon p^ de S| et à toute droite g de Z, passant 
par P, un plan y^ de S|, passant par /7, . 

3® Deux gerbes, S et S|, si à tout rayon p de S correspond un 
rayon Pi de S|,et à tout plan y de S, passant par p, un plan y|deS|, 
passant par pt . 

Nous pouvons définir ces conditions en àes termes qui s'ap- 
pliquent aussi aux espaces, en disant : 

Deux formes fondamentales de la seconde espèce ou de la troi- 
sième (7) sont appelées collinéaires si à deux éléments quelconques 



(*) MObics (Der barycentrische Calcul, etc. Leipzig, 1827, p. 3oi) a considéré le 
premier ces systèmes dans toute leur généralité. En leur donnant le nom de colli- 
néaires^ il a Toulu exprimer, non-seulement qu'à tout point d'un système correspond 
un point de Tautre, mais encore qu'à toute droite correspond aussi une droite. 

Notre étude va porter sur la relation la plus simple entre éléments d'espèces diffé- 
rentes dans les figures. Cette relation conduit à d'autres, d'un ordre plus élevé, sur 
lesquelles on se base pour faire correspondre : à une droite de l'une des figures, une 
courbe dans l'autre; à un point do l'une, une droite ou une courbe dans l'autre. Voir 
Mag?ics, Nouvelle méthode pour découvrir des théorèmes de Géométrie {^Journal fur die 
reine und angewandte Mathematik, Bd VIII, p. 5i, Berlin, iSSs). — MObius, Théorie 
der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung {Abhandlungen der mathe- 
matisch-phjsischen Classe der Kônigl. Sachs. Gesellschaft der IVissenschaften, Bd II , 
p. 529. Leipzig, i855). — Magncs, Sammlung von Aufgaben und Lehrsàtzen aus der 
analjrtischen Géométrie, p. 239 et 2S8. On doit à ce dernier auteur les noms de centre 
eld'axe de collinéation, que nous trouverons plus loin {Op. cit., p. 43 et suiv.). Nous 
nous bornerons à ajouter ici que les figures planes dotées d'un axe de collinéation ne 
sont autres que les figures appelées homologiques par Pomcelet ( Traité des propriétés 
projeetives, etc. Paris, 1822, n*' 227 et suiv.). L'expression défigure collinéaire équi" 
vaut d'ailleurs à celle à.% figure homographique, adoptée par Ch a si.es {Aperçu histo» 
rique, etc. Bruxelles, 1837, p. a6i et suiv., p. 695 et suivantes). 
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d'espèces différentes, P et g^ de Tune, P reposant sur g, corres- 
pondent respectivement deux éléments d'espèces différentes, P| et 
gi de Tautre, P| reposant sur gt. 

Il suit de là que si, par exemple, £ et £| sont deux systèmes 
plans collinéaires, et a, at deux droites correspondantes de ces 
systèmes, à chaque point P de a doit correspondre un point P| 
placé sur/Zi; car, s'il en était autrement, ^i ne passerait pas par P{, 
comme la relation de coUinéation Texige. 

Il résulte encore de la définition, que la droite de jonction de 
deux points quelconques, P et Q, du système 2, doit correspondre 
à la droite du système Z| qui joint les points P| et Qi correspon- 
dants des points P et Q. 

En effet, à la droite PQ doit correspondre une droite passant 
aussi bien par Pj que par Qi et ne pouvant dès lors être autre 
que P|Q|. 

Enfin, si a et & sont des droites quelconques d'un système plan 
2 et fl|, i| les droites correspondantes d'un second système 2|, 
coUinéaire à S, le point d'intersection P des droites a et b corres- 
pond au point d'intersection Pj des droites «4 et b^. 

Le point P| , correspondant de P, doit en effet se trouver, tant 
sur Al que sur b^ ; il est donc à l'intersection de ces droites. 

Pareillement, si a est une droite quelconque du système plan X 
et a le plan qui correspond à cette droite dans la gerbe coUinéaire S|, 
à tout point de a correspond un rayon de a. Au point d'intersec- 
tion de deux droites a eib dans Z correspond, dans S|, rintersec- 
tion des deux plans qui correspondent à a et à & ; à la ligne de 
jonction de deux points, P et Q, dans 2, correspond dans S| lo 
plan déterminé par les rayons qui correspondent à ces points. 

222. Les formes Jbnd amentales perspectwes de la seconde es^ 
pèce sont collinéaires. 

223. Deux formes fondamentales de la seconde espèce, colli-^ 
néaires à une troisième, sont collinéaires entre elles. 

Les deux propositions précédentes conduisent immédiatement, 
à cette autre : 

Si, dans une série de formes fondamentales de la seconde es* 
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pèce, clicu/uejbrme est perspective à la suwante, deux quelconques 
d'entre elles, et, par conséquent, la première et la dernière en 
particulier, sont collinéaires. 

224. Quand deux systèmes plans sont collinéaires, la droite à 
rinfini de l'un correspond, en général, à une droite propre dans 
l'autre. Par suite : 

Deux systèmes plans étant collinéaires, les droites parallèles 
de l'un ont pour correspondantes, dans l'autre, des droites con~ 
courant en un même point de la droite propre qui correspond, 
dans le second système, à la droite impropre du premier ; et vice 
versa. 

II. — Formes réciproques. 

225. La loi de dualité nous conduit à une nouvelle relation 
simple, dite relation de réciprocité, entre les formes fondamen- 
tales d'ordre supérieur. 

On appelle réciproques ou corrélatifs : 

i^ Deux systèmes plans, S et Sf, si à tout point P de 2 corres- 
pond une droite pi de 2|, et à toute droite g de 2, passant par P, 
un point G| de 2| situé sur pt ; 

a** Un système plan Z et une gerbe S|, si à tout point P de 2 
correspond un plan tti de Si et à toute droite g de Z, passant 
par P, un rayon de S|, situé sur tTi*, 

3*^ Deux gerbes, S et S|, si à tout rayon g* de S correspond un 
plan y, de S,, et à tout plan e de S, passant par gy un rayon et de 
S|, situé sur y|. 

Nous pouvons définir cette condition de réciprocité, en des 
termes applicables aussi aux espaces, en disant : 

Deux formes fondamentales de la seconde espèce ou de la troi- 
sième sont dites réciproques lorsqu'à deux éléments quelconques 
d'espèces différentes, tels que P et g, de l'une, P étant sur g, 
correspondent respectivement, dans l'autre, deux éléments />|, G| 
d'espèces différentes, pi passant par G| . 

Il suit de là qu'à la droite de jonction de deux points quel- 
conques A, B d'un système plan E doit correspondre, dans le 
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système plan réciproque à S, le point où se coupent les droites 
qui correspondent aux points A et B. 

Désignons, en effet, ces droites par a^j b^ et le point qui cor- 
respond à la droite AB par P, ; ce point doit se trouver sur fl| aussi 
bien que sur &i ; il n'est donc autre que le point d'intersection des 
droites a^ et &|. 

Fice versa, le point d'intersection de deux droites d'un système 
plan a pour élément correspondant, dans 'le système plan réci- 
proque, la droite de jonction des points qui correspondent aux 
deux droites considérées dans le premier système. 

Deux gerbes réciproques donnent lieu à des relations analogues : 

A tout plan déterminé par deux rayons quelconques d'une gerbe, 
correspond, dans la gerbe réciproque, le rayon suivant lequel se 
coupent les plans qui correspondent aux deux rayons de la pre- 
mière gerbe. 

Dans le cas d'un système plan S et d'une gerbe S|, réciproque 
à ce système, la droite qui joint deux points quelconques, AelB, 
dans 2, a pour correspondante, dans S|, la droite d'intersection 
des plans qui correspondent aux points A et B ; et, de même, le 
point d'intersection de deux droites quelconques, a et b^ dans S, 
a pour correspondant, dans S|, le plan déterminé par les rayons 
qui correspondent aux droites a et b. 

226. Deux Jormes fondamentales de la seconde espèce réci- 
proques à une troisième sont collïnéaires entre elles, et vice versa, 
si, de deux Jormes fondamentales collinéaires, l'une est réci- 
proque à une troisième, il en est de même de l'autre. 

Si, par exemple, deux systèmes plans, 2| et Sa» sont réciproques 
à un troisième 2, à tout point P de celi|i-ci correspondent les 
droites p^ et p2 des deux premiers, et à toute droite g de S, pas- 
sant par P, correspondent, dans Z| et dansZs, deux points, Gj 
et Ga, respectivement situés sur p^ et sur p2« Psir conséquent, à 
toute droite pi de Z| correspond une droite pa de Sa» et à tout 
point G| de 2| , situé sur p^ , un point Ga de Sa, situé sur pa- Donc 
Si et Sa sont collinéaires. 

La seconde partie de la proposition peut être ramenée à la pre- 
mière, ou démontrée d'une manière analogue. 



RELATION PROIECTIVE ENTRE LES FORMES FONDAMENTALES, ETC. I91 

227. «Si deux ^sternes plans sont réciproques, à la droite à l'in- 
fini de l'un correspond un point déterminé de t autre. Toute droite 
passant par le point ainsi déterminé dans l'un des systèmes con- 
tient les points du même système auxquels correspondent des 
droites parallèles dans le système réciproque (225). 



m. — Relation projecUve entre les formes fondamentales 

de la seconde espèce. 

228. Deux formes de la seconde espèce^ collinéaires ou réci- 
proques, sont projectis^es. 

A tout système harmonique de Tune correspond en effet un 
système harmonique dans l^autre. 

Soient, par exemple, A, B, C, D {Jig' 63) quatre points harmo- 
niques d'un système plan S, et a^j &o ^n ^i les quatre rayons 




correspondants d'un système plan 2| , réciproque à 2. Les points 
A, B, G, D étant situés sur une droite u, les rayons rt,, i|, C|, d^ 
doivent passer par un point U| (225). A tout quadrangle KLMN de 2, 
dont deux côtés opposés passent par A, deux autres par C, et les 
deux derniers respectivement par B et D, correspond, dans 2|, un 
quadrilatère h^l^m^n^j dont deux sommets opposés s'appuient 
sur ai, deux autres sur C|, et les deux derniers, respectivement, 
sur 6| et r2|. Donc ^i, &i, C|, d^ sont bien quatre rayons harmo- 
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On déduit de là que : 

Deux formes simples, qui se correspondent dans des formes fon- 
damentales collinéaires ou réciproques, sont projectiles. 

A quatre éléments harmoniques de Tune correspondent tou- 
jours, en effet, quatre éléments harmoniques dans l'autre. 

229. Le théorème précédent fournit le moyen de rapporter pro- 
jectivement entre elles deux formes fondamentales de la seconde 
espèce. 

Soient, par exemple, à rapporter réciproquement entre eux deux 
systèmes plans, 2 et S| (Jig- 64). A tout point de Z devra cor- 

Fig. 6}. 




respondre un rayon de Z| ; à toute ponctuelle de 2, un faisceau 
de rayons, projectif à la ponctuelle, dans 2|, et vice versa. Pre- 
nons dans 2 deux ponctuelles, u et ^, et assignons-leur comme 
correspondants, dans Z|, deux faisceaux de rayons, U| et V^ en 
rapportant projectivement u à U| et ^^ à V|, de façon qu'au point 
commun P de u et de ^^ corresponde le rayon commun p^ de \}\ et 
deV.. 

Tout rayon h de 2, ne passant pas par P coupe les droites a etv 
respectivement en deux points A et D, auxquels correspondent 
respectivement les rayons a^ et d^ dans les faisceaux U| et Vi 
de Z|. Le point d'intersection K| de ces rayons a pour correspon- 
dant le rayon AD ou Ar. 

A tous les rayons d'un faisceau S correspondent tous les point» 
d'une droite s^. En effet, les ponctuelles u et vf sont rapportées 
perspectivement entre elles, au moyen du faisceau S de rayons, de 
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façon à avoir le point P uni ; conséquemment, les faisceaux U|, V| 
sont aussi rapportés perspectivement entre eux, de façon à avoir 
le rayon p^ uni. Ces deux faisceaux perspectifs engendrent une 
ponctuelle s^y qui correspond au faisceau S de rayons. 

On voit donc que, moyennant la correspondance des formes u 
et U|, V et V|, projectives entre elles, à tout rayon A: de Z est as- 
signé, comme correspondant, un point K| de S|, et à tout point S, 
situé sur Ar, un rayon s^ passant par K, ; en sorte que les systèmes 
Z et Z| sont bien rapportés réciproquemeiit entre eux. 

230. Pour rapporter collinéairement entre eux deux systèmes 
plans, S et Z|, il suffit de les rapporter réciproquement à un troi- 
sième, suivant le mode précédemment indiqué. 

On déduit de là les procédés suivants : 

1** Prendre arbitrairement deux ponctuelles, u eti^, sur Z, deux 
autres, iX| et i^i, sur 2| et rapporter projectivement m à W|, v k x^^y 
de telle sorte que le point commun uv* corresponde au point com- 
mun U| (^f. 

2** Assigner comme correspondants à deux faisceaux quel- 
conques U et V de S, deux faisceaux U| et V| de 2|, et rapporter 
projectivement U à U|, V à V|, de telle sorte que le rayon UV 
de S corresponde au rayon U| V| de 2| . 

On pourrait, d^une manière analogue, rapporter collinéairement 
ou réciproquement deux gerbes, ou une gerbe et un système plan. 
Mais il est plus commode de ramener ces cas à ceux que nous 
avons déjà traités, en substituant à chaque gerbe une de ses sec- 
tions planes. 

Pour rapporter réciproquement entre elles deux gerbes, S et S|, 
on peut prendre à volonté dans S deux faisceaux de rayons a et |3 
et dans S| deux faisceaux de plans a^ et &| ; a est rapporté pro- 
jectivement à ai et /3 à é|, de telle sorte qu'au rayon commun «(3 
des faisceaux de rayons corresponde le plan commun a^ b^ des 
faisceaux de plans. Dans ces conditions, tout élément déterminé 
de la gerbe S| correspond à un élément de la gerbe S. 

231. Pour rapporter réciproquement entre eux deux systèmes 
plans 2 et 2| {Jig' 64), nous avons pris d'une manière arbi- 
traire (229) les droites u tl \f dans Z et les points correspon- 
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danls U| et V| dans 2|. Nous avons pu, en outre, rapporter pro- 
jectivement u à U| et ^^ à V| d'une manière quelconque, sous la 
seule condition que le point uv* ou P ait pour correspondante la 
droite de jonction U|V| ou^|. Nous pouvons donc encore assi- 
gner comme correspondants, à deux points quelconques A et B 
de u, deux rayons quelconques a^ et &i deU|, et de même, à deux 
points quelconques G et D de i^, deux rayons quelconques C| etrfi 
de V|. A tout élément de 2 est alors assigné, comme correspon- 
dant, un élément déterminé de 2|. 

On peut évidemment, sous la condition déjà exprimée, consi- 
dérer ABGD comme un quadrangle tout à fait quelconque du 
plan 2 et, pareillement, a^bxC^d^ comme un quadrilatère tout à 
fait arbitraire du plan 2| ; donc : 

Pour rapporter réciproquement entre eux deux systèmes plans, 
S, 2|, il suffit d' assigner arbitrairement aux sommets A, B, G, D 
d'un quadrangle quelconque de 2, les côtés a^ b^y c^j d^ d'un 
quadrilatère quelconque de 2| ; un élément déterminé deYt^ est 
alors assigné comme correspondant à tout élément de L. 

On peut, de même, rapporter collinéairement entre eux deux 
systèmes plans, et faire ainsi que deux quadrangles ou deux quadrila- 
tères de ces systèmes correspondent l'un à l'autre d'une manière dé- 
terminée. Le théorème peut être étendu à des formes fondamen- 
tales quelconques de la seconde espèce, puisque tous les cas 
possibles peuvent être ramenés à celui que nous venons de traiter. 

Nous dirons donc, en généralisant : 

Deux J ormes Jond amentales de la seconde espèce peuvent être 
rapportées projectis^ement entre elles, de telle façon que quatre 
éléments quelconques A, B, G, D de la même espèce dans lune, 
dont trois n appartiennent jamais à une même forme fondamen- 
tale simple, soient assignés comme correspondants à quatre élé- 
ments A|, B|, G|, D| f/e l'autre forme. 

Deux éléments correspondants, tels que A et A|, sont les lieux 
de deux formes fondamentales simples, rapportées projectivement 
entre elles, de telle façon qu'aux éléments AB, AG et AD corres- 
pondent respectivement les éléments A|B|, A| G| etA|D|. 
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IV. — Correspondance entre les courbes. 

232. La distinction des courbes planes étant faite d'après leur 
ordre et d'après leur classe, nous dirons que : 



Une courbe plane du «*•*" ordre 
présente en général, et tout au plus, 
n points communs avec une droite de 
son plan. 



Une courbe plane de la /i'*"* 
classe présente en général, et tout 
au plus, n tangentes issues d'un même 
point de son plan. 



Deux systèmes plans collinéaires étant donnés, aux points et 
aux tangentes d'une courbe dans l'un correspondent les points et 
les tangentes d'une courbe dans l'autre. 

Quand deux courbes correspondantes sont du même ordre et de 
la même classe, à un point multiple et à une tangente multiple de 
Tune correspondent un point équimultiple et une tangente équi- 
multîple de l'autre. 

233. Deux courbes projectwes du second ordre peux^ent tou- 
joutas être considérées comme courbes correspondantes dans deux 
systèmes plans collinéaires. 

Soient A, B, C trois points quelconques de la première courbe 
h, et A| , B| , C| les trois points respectivement correspondants de 
la seconde courbe Ati ; soient, en outre, D le pôle de AB par rapport 
à Aï et D| le pôle de A| B| par rapport kk^. Si les courbes appar- 
tiennent à deux systèmes plans collinéaires correspondants, les 
tangentes à /: en A et B doivent correspondre aux tangentes à A"4 
en A| et B|. Conséquemment, D et D4 sont aussi deux points 
correspondants des systèmes collinéaires. 

On peut maintenant rapporter (231) collinéairement entre eux les 
systèmes plans dans lesquels se trouvent les courbes, de telle sorte 
qu'aux quatre points A, B, C, D de l'un coiTcspondent respecti- 
vement les points A|, B|, C|, D| de l'autre, et qu'à la courbe A, 
qui passe par C et qui touche en A et B les droites DA et DB, 
corresponde la courbe Ai, qui passe par G| et qui touche en A, et 
B| les droites D|A| etDfBi. 

i3. 
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234. Deux courbes collinéaires du même ordre et de la même 
classe peuvent se présenter dans des conditions très-différentes, eu 
égard à leurs points à Tinfini. 

Soient de nouveau S et Sf les systèmes plans collinéaires donl 
les courbes A* et /tj, de môme ordre et de même classe, sont des 
formes homologues, et soient A|, B| deux points de Z| qui cor- 
respondent respectivement aux points A et B de 2. A deux rayons 
quelconques a et & de S, parallèles entre eux et passant respec- 
tivement par A et par B, correspondent, dans E|, deux rayons 
ai et &4 qui passent respectivement par A| et B|, mais qui ne sont 
pas nécessairement parallèles. Au point à Tinfini, où se coupent 
les rayons a et i, correspond donc généralement un point propre 
d'intersection des rayons a, et A|, età la droite qui joint deux points 
à l'infini du système 2, c'est-à-dire à la droite à l'infini de S, corres- 
pond en général une droite qui joint deux points propres de2|, 
c'est-à-dire une droite propre de 2| ; pareillement, à la droite à 
l'infini de 2| correspond en général une droite propre dans Z. 

11 s'ensuit que les points à l'infini de la courbe A' ne corres- 
pondent pas nécessairement à des points à l'infini de Af, et que les 
asymptotes de Ai, c'est-à-dire les tangentes aux points à Tinfini de 
cette courbe, n'ont pas non plus nécessairement pour corres- 
pondantes des asymptotes de Ati . 

235. Soient S et S| deux systèmes plans réciproques. A tout 
point P de 2 correspond alors un rayon p^ de 2|. Si P parcourt 
dans 2 une courbe quelconque A:, px décrit en même temps dansZi 
une suite continue de rayons, c'est-à-dire un faisceau K| de rayons, 
et, si P s'approche d'un point fixe Q de la courbe A*, p^ s'ap- 
proche d'un rayon fixe q^ du faisceau K| ; au rayon PQ, qui pivote 
autour du point Q, correspond le point j9,^i, qui se meut sur la 
droite q\. Lorsque le point P est à une distance infiniment petite 
du point Q, la droite PQ arrive à coïncider avec une droite fixe, 
qui est la tangente q du point Q; en même temps le point p^q^ 
coïncide avec un point fixe, qui est le point de contact Q» 
du rayon r/i , et qui correspond dès lors à la tangente ^ (78). 
En un mot : au faisceau K de tangentes, qui enveloppe la courbe 
A, correspond une courbe A^ qui est env^eloppée par le fais- 
ceau Kf 
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Si /: a ra points communs avec une droite quelconque g de son 
plan, les n rayons correspondants du faisceau K| , qui sont n tan- 
gentes à la courbe k^ , passent par le point de S| qui correspond à 
la droite g. On a donc la proposition générale suivante : 

Si deux courbes k et k^ se correspondent dans des systèmes 
réciproques, l'ordre de l'une est égal à la classe de l'autre. A 
tout point de l'une des courbes, avec sa tangente, correspond 
une tangente de l'autre courbe, ax^ec son point de contact, A tout 
point multiple de l'une correspond un point équimultiple de 
l'autre. 

m 

En particulier, si k est une courbe du second ordre, k^ est une 
courbe de la seconde classe, c'est-à-dîre une courbe enveloppée 
par un faisceau de rayons du second ordre. Ce faisceau est engen- 
dré par deux ponctuelles projectives, a^ et i|, si la courbe k est 
engendrée par deux faisceaux projectifs de rayons, A et B. 



V. — Gonrbes polaires réciproques. 

236. Les considérations du numéro précédent, relatives à la cor- 
respondance des courbes dans les systèmes plans réciproques, 
reposent sur un théorème déjà démontré (108), en vertu duquel, 
une conique fondamentale étant donnée, si un point ou pôle va- 
riable décrit une droite p, la polaire de ce point pivote autour 
d'un autre point qui est le pôle de p\ et réciproquement, si une 
droite, prise comme polaire, pivote autour d'un point fixe P, le 
pôle de cette droite parcourt une autre droite, qui est la polaire 
du point P. En conséquence : 

Si deux courbes quelconques, situées dans le plan d 'une co- 
nique donnée, sont telles que les points de l'une soient respective- 
ment les pôles des tangentes de l'autre, les points de celle-ci se- 
ront, réciproquement, les pôles des tangentes de la première; de 
sorte que chacune des deux courbes pourra être considérée, soit 
comme l'enveloppe des polaires des points de l'autre, soit comme 
lieu des pôles des tangentes de cette autre. 
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Deux courbes dans ces conditions sont dites polaires récipro- 
ques (*). 

237. Une courbe du /i'*"* ordre est généralement rencontrée 
par une transversale en n points. Chacun de ces points est le pôle 
d'une tangente à la courbe réciproque, et cette tangente passe né- 
cessairement par le pôle de la transversale arbitraire. Le système 
de la transversale et de ses points d'intersection avec la première 
courbe est donc remplacé, dans la figure réciproque, par le sys- 
tème d'un nombre égal de tangentes, concourant en un même 
point, qui est le pôle de la transversale. Ces deux systèmes scot 
d'ailleurs réciproques, ce qui revient à dire que : 

Deux courbes réciproques étant données, si l'on mène d'un 
même point toutes les tangentes possibles à l'une d* elles, le sys- 
tème de ces tangentes a pour polaire une droite qui rencontre 
l'autre courbe en un nombre de points indiqué par l'ordre de 
celle-ci j et précisément égal au nombre des tangentes [respec- 
tis^ement polaires de ces points) qu'on a menées à la première 
courbe. 

238. On a vu (235) que la courbe polaire réciproque d'une co- 
nique est une autre conique. Il s'agit maintenant de rechercher les 
caractères distioctifs auxquels on reconnaît que la polaire réci- 
proque h'i d'une conique k^ est une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole. 

La droite à l'infini est la polaire du centre O de la conique fon- 



(*) Cette dénomination est due à Poncelet (Traité des propriétés projectiles des 
Jigures, etc. Paris, 1823, n^ 232, et Paris, i865, t. II» section II et section supplémen- 
taire). A nos précédentes observations (note de la p. i4)» nous ajouterons seulement 
que deux figures polaires réciproques sont deux figures réciproques ou corrélatives 
dans le sens de la loi de dualité (Chap. III), car à tout point de l'une correspond 
une droite dans l'autre, à toute ponctuelle de la première un faisceau dans la seconde 
Ces figures sont d'ailleurs dans un même plan et ont une position mutuelle déter- 
minée, car tout point de l'une et la droite correspondante de l'autre sont liés par la 
condition d*être pôle et polaire par rapport à une conique fixe. Au contraire, deux 
figures corrélatives, assujetties aux seules conditions de la loi de dualité, n'ont entre 
elles aucun lien de position mutuelle. (Voir Steimer, Systematische Entwickelung^ etc. 
Berlin, i83a, Vorrede, p. 7.) 

La réciprocité des figures peut encore s'entendre dans un sens difiîérent des deui 
que nous venons d'indiquer; nous reviendrons plus loin sur ce sujet. 
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damentale k (122). Par suite, les points à rin(inideA2 ne peuvent 
correspondre qu'à des tangentes menées du point O à la courbe 
Jti. La courbe âtj sera donc une ellipse ou une hyperbole, selon 
que le point O sera intérieur ou extérieur à la courbe A"i ; /r^ sera 
une parabole si O est un point de ki . 

Si A est le pôle d'une droite a par rapport à A"|, et si ai, A< 
sont respectivement la polaire de A et le pôle de a par rapport à 
ky A| sera le pôle de a, par rapport àÂ2 ; car à un système harmo- 
nique de quatre pôles correspond un système harmonique de 
quatre polaires (i09) et vice versd. Donc le centre G de k^ sera 
le pôle, relatif à /r, de la droite c qui est, par rapport à ky, la po- 
laire du point O. Deux diamètres conjugués de k^ correspondront à 
deux points de la droite c, réciproques par rapport à /l'i, et ainsi 
de suite. 

239. Si Ton donne, dans le plan d'une conique fondamentale, 
un complexe quelconque de points, de droites et de courbes, et si 
Ton construit la polaire de chaque point, le pôle de chaque droite, 
la courbe polaire réciproque de chaque courbe, on obtient un 
nouveau complexe de droites, de points et de courbes, qui est po- 
laire réciproque du premier, puisque chacun des deux contient 
les pôles des droites de l'autre, les polaires des points de l'autre, 
les courbes polaires des courbes de l'autre. Si l'un de ces complexes 
exprime la démonstration d'un théorème, ou la solution d'un pro- 
blème, le second exprimera la démonstration du théorème corrélatif 
ou la solution du problème corrélatif, par l'échange des éléments 
point et droite. Par exemple, à chaque propriété des polygones 
inscrits dans les coniques doit correspondre une propriété des po- 
lygones circonscrits de même espèce, et réciproquement. On peut 
même dire, en général, qu'il n'existe aucune relation graphique (34) 
d'une forme donnée dans un plan qui n'ait sa réciproque dans une 
autre forme; à moins, toutefois, que la relation proposée ne soit 
elle-même sa réciproque, ce dont il y a des exemples, 

VI. — Considérations analogues ponr les surfaces coniques. 

2i0. On peut appliquer des considérations analogues aux sur- 
faces coniques qui se correspondent dans des gerbes projectives. 
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Tous les résultats obtenus jusqu^ci pour les courbes se transpor- 
tent aux surfaces coniques en projetant, de deux centres quel- 
conques, deux systèmes plans au moyen de gerbes. On déduit de 
là, entre autres choses, ce qu'on doit entendre par surface conique 
du /i'*"* ordre et de la /i**"* classe. 

Si, par exemple, un système plan Z est rapporté réciproque- 
ment à une gerbe S|, à toute courbe du n'*"** ordre et de la /?'*"* 
classe de 2 correspond une surface conique de la /i**™« classe et du 
^lèm» QrJre dans S|. 

VII. — Éléments unis dans les systèmes coUinéaires. 

241 . Quand deux formes fondamentales, collinéaires ou réci- 
proques, Z et Z|, sont en position telle qu'il y ait coïncidence, 
non-seulement entre les lieux a et «i de deux formes fondamen 
taies simples correspondantes quelconques, mais encore entre trois 
couples d'éléments homologues de ces formes simples, deux élé- 
ments correspondants quelconques de a et a^ coïncident de la 
même manière (43) et, par suite, les formes S, 2| ont comme 
élément uni tout élément des formes a et ai. 

Donc : 



Si deux systèmes plans collinéai- 
res, non situés dans le même plan, 
ont trois points unis sur la droite 
d'intersection de leurs plans , tous 
les points de cette droite sont des 



Si €leu.r gerbes collinéaires , non 
concentriques, ont trois plans unis, 
passant par le rayon qui joint leurs 
centres, tous les plans qui contien- 
nent ce rayon sont des éléments unis 



éléments unis des deux systèmes, \ des deux gerbes. 

Cette double proposition s'applique, moyennant une légère mo- 
dification, aux systèmes plans superposés et aux gerbes concen- 
triques. 

Si deux systèmes plans collinéaires, S et Z4 , situés dans le 
même plan, ont comme éléments unis tous les points de deux 
droites, u et v, ou tous les rayons de deux faisceaux, S et T, 
chaque élément de E coïncide as^ec son correspondant de^x. 

En effet, dans le premier cas, chaque droite du plan correspond 
à elle-même, puisqu'elle joint deux points correspondants des 
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droites u et v; et tout point correspond à lui-même, puisqu'on 
peut le considérer comme intersection de deux droites qui se cor- 
respondent. 

De même, dans le second cas, tout point du plan correspond à 
lui-même, puisqu'il est l'intersection de deux rayons correspon- 
dants des faisceaux S et T, et toute droite du plan peut être consi- 
dérée comme la ligne de jonction de points placés dans la même 
condition. 

242. Deux systèmes collinéaires, situés dans le même plan, ont 
tous leurs points unis et sont par conséquent identiques, quand ils 
ont comme éléments unis les sommets d'un quadrangle ou les côtés 
d'un quadrilatère. 

En effet, les deux systèmes collinéaires qui ont comme élé- 
ments unis les sommets A, B, C, D d'un quadrangle ou d'un qua- 
drilatère simple ont aussi comme éléments unis les rayons AB, AG, 
AD, et par conséquent tous les rayons du faisceau A, aussi bien 
que les rayons BA, BG, BD, et par conséquent tous les rayons du 
faisceau B. De là résulte le théorème énoncé. 

Deux systèmes plans collinéaires quelconques, situés l'un sur 
l'autre, ont donc, en général, comme éléments unis, trois points 
au plus et les droites qui les joignent. 

On a, pour deux gerbes collinéaires concentriques, des théorèmes 
analogues, qu'on ramène facilement à ceux dont l'énoncé précède, 
en coupant les gerbes par un plan. 

vni. — Condition de perspectivité. 



243* Si deux systèmes plans col- 
linéaires, 2, et 2,1^ sont situés dans 
des plans différentSy et si les rayons 
qui Joignent les sommets d'un qua- 
drangle de Je aux points correspon- 
dants de 2| se coupent en un point 
S, les deux systèmes plans sont per- 
spectifs et sections de la gerbe S. 



Si deux gerbes collinéaires, S et 
Si, ont des centres différents, et si 
les rayons suivant lesquels les faces 
d'un angle tétraèdre de S coupent 
les plans correspondants de S| sont 
situés dans un même plan 2, les 
deux gerbes sont perspectives et pro- 
jections du système plan 2. 
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Si un système plan 2 et une gerbe S| sont collinéaires, et si les 
sommets d'un quadrangle dans Z reposent sur les rayons corres- 
pondants de Si, les deux formes sont perspectives, c'est-à-dire que 
la première est une section de la seconde. 

Ces propositions sont des conséquences immédiates des théo- 
rèmes qui les précèdent. 



IX. — Formes unies dans les systèmes collinéaires. 



244. Si deux systèmes plans col- 
linéaires ont comme éléments unis 
trois points, et par conséquent tous 
les points d'une ponctuelle u [fig* 65) 
les droites de jonction de tous les 
couples de points correspondants des 
deux systèmes concourent en un 
point fixe S. 



Si deux gerbes collinéaires ont 
comme éléments unis trois planSy et 
par conséquent tous les plans d'un 
faisceau a, les droites d'intersection 
ile tous les couples de plans corres- 
pondants des deux gerbes sont si- 
tuées sur un plan fixe 2. 



Fig. 65. 



A, \- 




/ \ ^^- 



>«. 



Chaque point de u correspondant 
à lui-même, deux ponctuelles cor- 
respondantes quelconques, /et /i, 
ont comme point uni un certain 
point A de II et sont par conséquent 
perspectives. Les droites telles que 
DDi, ££|, ..., qui joignent les 
points D, £, . . . de / aux points cor- 
respondants D], El, ... de /i y con- 
courent donc en un même point S. 

Cela posé, si les deux systèmes sont 
situés dans un même plan, et si Pest 



V 



Chaque plan de u correspondant 
à lui-même, deux faisceaux de plans 
correspondants quelconques, / et /,, 
ont comme plan uni un certain plan 
a de II et sont par conséquent perspec- 
tifs. Les rayons tels que è$i^ i Si 

suivant lesquels les plans ^, e, . . . 
de / sont coupés par les plans corres- 
pondants ^|,si, . . . de /i, sont donc 
situés dans un plan £. 

Cela posé, si les deux gerbes sont 
concentriques, et si ir est le plan de 
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le point d'intersection d*un rayon 
quelconque DD|, passant par S, et de 
]a droite «, la droite PD correspond 
à la droite PDi, c'est-h-dire à elle- 
même, puisque le point F correspond 
à lui-même. Tout rayon passant par S 
coïncide donc avec son correspon- 
dant; d*où il suit que deux points 
correspondants quelconques sont si- 
tués sur un rayon passant par le 
point S. 

Si, au contraire, les systèmes se 
coupent suivant une droite n, deux 
droites telles que DDi, EE|, joi- 
gnant deux couples quelconques de 
points homologues, sont situées dans 
un même plan et conséquemment se 
coupent. Mais toutes les droites qui 
joignent les couples de points homo- 
logues ne sont pas dans le même 
plan ; elles ne peuvent donc se cou- 
per deux à deux qu'à la condition 
de passer par un même point fixe 
S (17). Les deux systèmes plans 
sont donc des sections d'une même 
gerbe S. 



jonction d'un rayon quelconque ^^i, 
situe sur 2, et de l'axe u^ le rayon 
n9 correspond au rayon tt^,, c'est- 
à-dire à lui-même, puisque le plan 
TT correspond à lui-même. Tout rayon 
situé sur 2, coïncide donc avec son 
correspondant; d'où il suit que deux 
plans correspondants quelconques 
se coupent suivant un rayon du 
plan 2. 

Si) au contraire, les gerbes ont 
des centres différents, situés sur 
l'axe lif deux droites telles que J^i, 
sEi, intersections de deux couples 
quelconques de plans homologues, 
sont situées dans un même plan et 
conséquemment se coupent. Mais 
toutes les droites d'intersection des 
couples de j)lans homologues ne pas- 
sent pas jiar un même point; elles 
ne peuvent donc se couper deux à 
deux qu'à la condition d'être situées 
dans un même plan 2 (17). Les 
deux gerbes sont donc des projec- 
tions d'un même système plan 2. 



Quand on se borne à considérer les systèmes plans non super- 
posés et les gerbes non concentriques, ces deux théorèmes remar- 
quables peuvent être énoncés ainsi : 



Deux systèmes plans coiiinéalres, 
mtn superposés, sont perspectifs 
quand ils ont trois points unis sur la 
droite commune à leurs plans. 



Detix gerbes collinéaii-es, non con- 
centriqucs ^ sont perspectives quand 
elles ont trois plans unis passant par 
la droite commune à leurs centres. 



Les propositions inverses apparaissent immédiatement : 



Deux systèmes plans perspectifs, 
non superposés, ont comme éléments 
unis tous les points de la droite com- 
mune à leurs plans. 



Deux gerbes perspectives, non con- 
centriques, ont comme éléments unis 
tous les plans qui contiennent la 
droite commune à leurs centres. 
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245. Deux systèmes plans colli^ 
néaires superposés qui ont une ponc- 
tuelie unie { c'est-à-dire tous les 
|K)ints de celte ponctuelle unis) ont 
aussi unfaisceau de rayons uni (c'est- 
à-dire tous les rayons de ce faisceau 
unis). 

Soient 2 et 2| les deux systèmes 
proposes, u leur ponctuelle unie, 
a et «1 deux droites qui se corres- 
pondent dans les deux systèmes. Les 
deux ponctuelles situées respective- 
ment sur a et A| sont projectives, à 
raison même de la collincation. Elles 
ont d'ailleurs comme élément uni 
leur point commun sur la ponctuelle 
unie u ; donc elles sont perspectives. 
Soit b un rayon quelconque du fai- 
sceau de rayons T qui projette les 
ponctuelles a, ^i, et soient B, B|, M 
les points où ce rayon rencontre res- 
pectivement les ponctuelles a, a^^ u. 
Le point B de a correspondant au 
point Bi de «j et le point M corres- 
pondant à lui-même, le rayon b est 
son propre correspondant, et il en 
est ainsi de tous les autres rayons 
de T. Les deux systèmes plans 2 
et Zi ont donc le faisceau T de rayons 
uni. 

Propositions inverses : 

Deux systèmes plans collinéaires 
superposés qui ont un faisceau de 
rayons uni ont aussi une ponctuelle 
unie. 

En effet, les deux gerbes concen- 
triques, qui projettent les systèmes 
plans d'un centre quelconque, ont 



Deux gerbes collinéaires concen- 
triques qui ont un faisceau de plans 
uni ( c'est-à-dire tous les plans de ce 
faisceau unis) ont aussi unfaisceau 
de rayons uni (c'est-à-dire tous les 
rayons de ce faisceau unis). 

Soient S et S, les deux gerbes pro- 
posées, u leur faisceau de plans uni, 
a et a^ deux rayons qui se corres- 
pondent dans les deux gerbes. Les 
deux faisceaux de plans qui ont pour 
axes respectifs a et a^ sont projecûfs, 
à raison même de la collinéation. Ils 
ont d'ailleurs comme élément uni 
leur plan commun dans le faisceau 
de plans uni u ; donc ils sont per- 
spectifs. Soit b un rayon quelconque 
du faisceau de rayons T suivant le- 
quel se coupent les faisceaux de plans 
a, «,, et soient |i, j3,, p, respecti- 
vement, les plans des faisceaux ^, a^^ 
u, qui passent par ce rayon. Le plan 
p de a correspondant au plan Pi de/7, 
et le plan p correspondant à lui-même, 
le rayon b est son propre cori-espon- 
dant, et il en est ainsi de tous It^s 
autres rayons de T. Les deux gerbes 
S et S| ont donc le faisceau T de 
rayons uni. 



Deux gerbes coUinéaircs concen- 
triques qui ont un faisceau de rayons 
uni ont aussi un faisceau de plans 



uni. 



En effet, les deux systèmes plans 
superposés, suivant lesquels les gerbes 
sont coupées par un plan quelconque, 
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un faisceau de plans uni et par con- 
séquent aussi un faisceau de rayons 
uni. Ce faisceau de rayons est coupe 
par le plan des deux systèmes sui- 
vant une ponctuelle unie. 



ont une ponctuelle unie et par con- 
séquent aussi un faisceau de rayons 
uni. Ce faisceau de rayons est pro- 
jeté, du centre commun aux deux 
gerbes, suivant un faisceau de plans 
uni. 



X. — Relation perspective dans les formes de la seconde espèce. 



246. Deux systèmes plans, col- 
linéaires et superposés, sont diisper- 
specii/s quand ils ont une ponctuelle 
unie, tf, et un faisceau de rayons 
uni S. 

Jje point S, sur lequel sont alignés 
les couples de points correspondants, 
D, D| et E, E|, des deux systèmes 
plans, prend le nom de centre de coU 
linéation. 

La droite i/, lieu des points d'in- 
tersection des couples de droites cor- 
respondantes, DE, D|E|, est dite axe 
de collinéation. 

Deux systèmes plans perspec ti fs non 
superposés ont pour axe de collinéa- 
tion la droite d*intersection de leurs 
plans et pour centre de collinéation 
le centre de la gerbe dont les deux 
systèmes sont des sections. 



Deux gerbes collinéaires et con- 
centriques sont dites perspectipes 
quand elles ont un faisceau de plans 
uni, u, et un faisceau de rayons 
uni 0- (S, b]. 

Le plan o*, sur lequel se coupent 
les couples de plans correspondants, 
^, ^1 et (, (| des deux gerbes, prend 
le nom de plan de collinéation, 

La droite u , lieu des plans de 
jonction des couples do droites cor- 
j*espondantes ^c, ^| C|, est dite axe de 
collinéation . 

Deux gerbes perspectives non con- 
centriques on t pou r axe de collinéation 
la droite de jonction de leurs centres 
et pour plan de collinéation le lieu 
du système plan dont les deux gerbes 
sont des projections. 



Deux droites correspondantes se coupent, dans tous les cas, en 
un point de Taxe de collinéation. 

247. On déduit immédiatement des théorèmes précédents que : 

Deux formes fondamentales simples ^ qui se correspondent dans 
deux formes fondamentales de la seconde espèce perspectii^es, 
sont elles-mêmes perspectiv^es. 



248. Pour rapporter perspectivement entre eux deux systèmes 



2o6 



GEOMETRIE DE POSITION. — CHAPITRE XV. 



Fig. 66, 



plans superposés, on peut prendre arbitrairemenl l'axe u{fig.66\ 
le centre S de collinéation et deux points correspondants, D, D„ 
alignés avec S. 

Un point quelconque E étant donné dans la première forme, on 

détermine son correspondant E, en 
observant que ce dernier doit se 
trouver sur SE et que les droites DE, 
D| E| doivent sé'couper sur u. 

Une droite EB étant donnée dans 
la première forme, la droite corres- 
pondante est celle qui joint le point 
E|, correspondant du point E, au 
point B où la droite EB rencontre u. 

La droite à Tinfini, considérée comme appartenant à Tune des 
deux formes, a pour correspondante, dans l'autre forme, une pa- 
rallèle à l'axe u. Les deux droites correspondantes doivent, en 
effet, se couper en un point de cet axe. 
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APPENDICE AU CHAPITRE XY. 

naUBES PLANES ALLIÉES, SEMBLABLES ET GOHaBUERTES (>). 



I. — Systèmes plans alliés. 

249. Deux systèmes plans, 2 et 2i, sont dits collinéaires par affinité, ou 
alliés (* ], quand leurs droites à l'infini se correspondent. 

A tout point à l'infini de l'un des systèmes correspond alors un point ù 
l'infini dans l'autre; à tout parallélogramme, un parallélogramme, h toute 
ponctuelle, une ponctuelle semblable (57). 

250. Pour construire deux systèmes plans alliés, il suffit de prendre ar- 
bitrairement un triangle dans l'un comme correspondant à un triangle dans 
l'autre. Les côtés de ces triangles forment, avec les droites à l'infini des 
systèmes, les deux quadrilatères complets correspondants qui déterminent, 
en général, la correspondance projective de deux systèmes plans colli- 
néaires (231). 

Soient û, b, c et û|, ^i, c^ les droites respectivement assignées comme 



(*) Voir, en particulier : Poncklet, Traité des propriétés projectives, etc. Paris , 
1 865-66. — MÔBID8, Der barjcentrische Calcul, etc. Leipzig, 1827, II Abschn. — Chasles, 
aperçu historique, etc. ; Mémoire de Géométrie^ etc. Bruxelles, 1837, Deuxième Partie, 
§ 23. — Bellavitis, Principii délia Geometria di derivazione {^Annali di Scienze ma" 
tematiche e fisiche, t. V. Roroa, i85/|, p. 'x\i et suiv.). — Witzschel, Grundlinien der 
neueren Géométrie, etc. Leipzig, i858, § 172-176. — Weissenbobn, Die Projection in 
der Ebene. Berlin, 1862, p. 165-196. — Pfaff, Neuere Géométrie, Erlangen, 1867, § 5. 
— Rete, Die Géométrie der Lage. Hannover, 1868, p. 43 -5 1. — Stacdigl, Lehrbuch der 
neueren Géométrie. Wicn, 1870, III Abschn. — Hanrbl, Die Elemente der projecti- 
vischen Géométrie, Leipzig, 1875, VII Abschn. 

(') Voir Baltzer, Die Elemente der Mathematik. Zwciter Band. Dritte Auflagc. 
Leipzig, 1870, p. 191. Les figures alliées {affini) ont été considérées par Claibault 
{Mémoires de l'Académie des Sciences, Paris, i73i), par Ecleb {Introductio in ana- 
Ijrsin infinitesimorum^X, II, cap. XVIII) et par Po?(CKLET {Traité des propriétés projec- 
tives, Paris, 1822, n9 326). MObius est le premier qui se soit livré à des recherches 
générales sur les figures alliées {Der barycentrische Calcul, Leipzig, 1827, p. 91 et 
sniT., 23o). 
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correspondantes dans les systèmes plans 2, 2.% et soient À, B, C, Ai, B^, Ci 
les sommets des deux triangles qui ont ces droites pour côtés. 

Pour construire le point Di de Z| qui correspond à un point quelconque 
D de 2, on joint le point A au \H}ini D par la droite AD, qui coupe le côté 
BC du triangle en un point E, on détermine sur B^Ci le \)oini Ei qui sa- 
tisfait à la proportion 

BC l EC = B|Cf I E|Cit 

et Ton joint les points Ei, Af Le point cherché Di est évidemment (57, 
249) le point de AfE^ qui divise ce segment dans le rapport même suivant 
lequel le segment A£ est divisé par le point D. 

II. — Relations métriques, fiquivalence. 

251 . Soient, dans les systèmes plans alliés 2 et 2i [/ig. 67) x, xi et 
jr^ ïi deux couples de droites corres|)ondantes. On sait que, dans les ponc- 



Fig. 67. 





c X 



tuelles projectives semblables, deux segments homologues sont entre eux 
dans un rapport constant (57) et que dès lors les ponctuelles sout divisées 
en parties proportionnelles par leurs points correspondants. On considérera 
donc comme donnés les rapports 

PC HE 

qui existent entre les segments homologues des deux couples de ponctuelles 
semblables considérées. 

Cela posé, le point Kj de 2i, correspondant à un point quelconque 
K de 2, peut être construit de la manière suivante : 

Menons par K une parallèle à x, KB, qui rencontre y en I, et une paral- 
lèle à/, KF, qui rencontre x en L; déteitninons sur/| le point li, coi- 
respondant à I, de telle sorte que Tégalité 

MI _ HE 

SmI^h^Ei 
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soit satisfaite; déterminons de même, sur x,, le point Li correspondant à 
L et satisfaisant à réalité 

ML _ PC 
MjLj ~"D,C/ 

3ienons enfin par I| une parallèle à jt^ et par Li une parallèle à /j. Ces 
deux droites se coupent au point cherché Kf. 
Cette construction peut être énoncée de la manière suivante : 

Pour construire un système plan allié à un autre système plan donné, 
on rapporte celui-ci à deux axes coordonnés fixes; on multiplie les or- 
données de tous ses points par un rapport donné constant et, de même, les 
abscisses par un autre rapport constant. On détermine ainsi de nouvelles 
coordonnées, au moyen desquelles on construit les points du système cher' 
ché, en les rapportant à deux axes pris arbitrairement, 

252. Nous appelons figure une portion limitée d'un système plan. 

Dans deux systèmes plans alliés, les aires de deux figures correspondantes 
sont entre elles dans un rapport constant. 

Soient ABCD, EFGH (/î'^.67) deux parallélogrammes dans 2, A^BiCiDi, 
EfFiGiHi les parallélogrammes correspondants dans ^i. Ils donnent lieu 
à deux autres parallélogrammes correspondants, IKLM, I|KiLiMi. Les pa- 
rallélogrammes ABCD, IKLM sont entre eux comme leurs bases DC, ML ; 

on a donc 

AC : IL = DC : ML. 

On a de même 

AiCi :IiLi — DiCi :MiL,. 

Mais MLDC . . ., MiL^ DiCi . . . sont des ponctuelles semblables (2^9); 

donc 

DC: ML=D,Ci :MiLi, 

et, par suite, 

AC : IL=:AiC, : I,Li. 

On a pareillement 

IL:EG=:IiLj :EiGi; 

donc 

AC : EGi^AjCi : EiGi. 

Si l'on substitue à chacun des parallélogrammes sa moitié, on a la pro- 
portion entre triangles 

ABC : EFG = AiBiCi : EiFiGj, 
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OU 

ABC 

= COQSt. 



AiB|Ct 



Le théorème, aiasi démontré pour deux triangles correspondants, s'étend 
immédiatement à deux figures rectilignes correspondantes quelconques, car 
ces figures peuvent éti'e décomposées en triangles correspondants au moyen 
de diagonales. 

Le théorème s'étend aussi aux figures à contour curviligne, puisqu'il est 
vrai pour toutes les figures rectilignes qu'on peut inscrire ou circonscrire 
aux curvilignes et dont les aires {)euvent différer aussi peu qu'on voudra 
des aires de celle-ci. 

253. Les figures équivalentes constituent un cas particulier des figures 
alliées. Deux systèmes plans alliés sont équivalents, quand deux figures 
homologues quelconques de ces systèmes sont équivalentes. 

On doit concevoir ici l'équivalence dans un sens plus restreint qu'en 
planimétrie. En efiet, deux quadrangles, KLMN, K|LtMiN|, par exemple, 
ne sont des figures correspondantes de systèmes alliés que si les triangles 
KLM, KLN, KlilN et LIVIN, contenus dans le quadrangle KLMX, ont des 
aires respectivement égales à celles des triangles Kj Li Mi, Ki Li Ni , Kj MjKj 
et LiMjNi. 

m. — Courbes correspondantes dans les systèmes alliés. 

254. Deux courbes correspondantes y dans deux systèmes alliés, ont le 
même nombre de points à l'infini et le même nombre d'asymptotes. 

En ciret, à tout point à l'infini de l'une des courbes doit correspondre 
un point à l'infini de l'autre, et à toute tangente en un point à l'infini de la 
première, une tangente au point à l'infini correspondant de la seconde; donc : 

Deux systèmes plans étant alliés, une ellipse, une parabole, une hyper- 
bole de l'un correspondent respectivement à une ellipse, à une parabole, 
à une hyperbole de l'autre. 

Il est aisé de démontrer que, réciproquement : 

Deux ellipses, deux paraboles ^ ou deux hyperboles étant données, les 
points de V une peui*ent être rapportés d'une infinité de manières aux points 
de l'autre, de façon à fournir deux figures alliées, 

255. Pour allier deux paraboles données, il suffit de prendre arbitraire- 
ment deux points de l'une et de leur assigner comme correspondants deujc 
points quelconques de l'autre. 
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Soient k et ki [fig. 68) les deux paraboles doonées, CA et Cfi les tan- 
gentes aux points A et B de la première. Ci A^ et CiBi les tangentes aux 

Fiç. 68. 





points Ai et B^ de la seconde. Si nous prenons les triangles ABC, A^BiCi 
comme correspondants dans les deux systèmes allies, la parabole k du pre- 
mier système, qui passe par les points A et B et qui touche en ces points 
les droites AC, BC, aura précisément pour correspondante, dans le second 
système, la parabole Ai, qui passe par les points Ai et B| et qui touche en 
ces points les droites Ai Ci, Bi Ci. 

Le segment parabolique AAB et le triangle ACB sont entre eux dans le 
même rapport que le segment Ai Arj Bi et le 
triangle A^CiBi. Mais les points A, B ont 
été pris arbitrairement sur la parabole k ; 
donc : 



Fig. ^, 




Un segment parabolique quelconque est 
en rapport constant avec le triangle formé 
par sa corde et par les tangentes aux ex^ 
trémités de son arc. 

Soit G [fig' 69) le point milieu de la 
corde AB ; la droite CG est rencontrée en 
son milieu Dpar la parabole (138). Soit, d'autre part, £F la tangente à la 
parabole au point D; cette droite est parallèle à la corde AB et divise en 
deux parties égales les tangentes AC, BC. Si nous représentons par (AB), 
(DE), (AD) les s^ments paraboliques respectivement limités par les cordes 
AB, DB, AD, nous aurons 

(ABl fDBl (AD) 

' • ^= :^z ■ nr m 

ABC DBF ADE 



m étant un nombre constant. 
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Oa voit d'ailleurs, [>ar la figure, que 

(AB) = ABD -f. (DB) -f- (AD); 



donc 

(') 

Mais 

On a donc 



m (ABC — DBF — ADE) = ABD. 



CD = DG, CFrzzFB, CE = EA. 



ABD = ^ ABC , DBF H- ADE = FCE = j ABC, 



et l'fkfuation ( i ) devient 

w(ABC — :^ABC)=iABC; d'où m = \', 

(AB)=|ABC. 



d'où 



Donc : raire d'un segment parabolique est égale aux deux tiers de l'aire 
du triangle compris entre la corde du segment et les tangentes aux extré- 
mités de l'arc. 



Fig. 70. 



\/. 



Soit maintenant KLM [fig* 70 ) un triangle quelconque inscrit dans la 

parabole et soient respectivement K|, Lj, Mi 
les p(Mes des côtés LM, MK, KL. Si MK est le 
[Li plus grand côte du triangle, nous aurons 

KLM = (MK) — (KL) — (LM); 

ou bien 



KLM = |(KL,M — KMiL — LK,M) 

=:-|(M,LiK, + KLM) 

et par conséquent 

KLM = aMiL,K,. 

Donc : l'aire d'un triangle inscrit h la parabole est double de l'aire du 
triangle circonscrit qui a pour côtés les tangentes aux sommets du premier 
tiiangle. 

On peut toujours considérer deux paraboles comme des courbes équiva- 
lentes, car on peut les allier d'une infinité de manières, de telle façon que 
deux segments correspondants (AB), (A,Bi) [/rg, 68) soient équivalents. 




256. Quand deu c ellipses ou deux hyperboles sont alliées, deux diamètres 



COURBES CORRESPONDANTES DANS LES SYSTEMES ALLIES. 



ai3 



conjugués de l'une ont pour correspondants deux diamètres conjugués de 
Vautre, 

£q effet, à une série de cordes parallèles dans Tune correspond une sërie 
de cordes parallèles dans l'autre, et, par suite de la proportionnalité des 
segments correspondants, au point milieu d'une corde correspond le point 
milieu de la corde correspondante. A.ux asymptotes de Tune des hyperboles 
correspondent les asymptotes de l'autre. 

257. Pour allier deux hyperboles données^ il suffit de faire correspondre 
aux asymptotes de tune les asymptotes de f autre et y en outre y à un point 
ou à une tangente de Vune^ un point ou une tangente de Vautre, 

Cela revient à dire que les hyperboles peuvent être rapportées projecti- 
vement entre elles, de telle façon qu*aux deux points à l'infini et à un troi- 
sième point quelconque de l'une correspondent respectivement les points a 
Finfini et un troisième point quelconque deTautre. Les deux systèmes plans 

Fig. 71. 





dans lesquels se trouvent les deux hyperboles sont alors rapportés col li- 
néairement entre eux; de plus ils sont alliés, car les droites de jonction des 
points à rinfiui des deux hyperboles, c'est-à-dire les droites à l'infini des 
systèmes, se correspondent. 



258. Pour allier deux ellipses données ^ il suffit de prendre deux points de 
l'une, situés sur deux diamètres conjugués y et de leur assigner comme cor- 
respondants deux points de Vautre^ pareillement situés sur deux diamètres 
conjugués. 

Soient k et A^ [fig, 71) les deux ellipses données, ABCD et AifijCiDi les 
parallélogrammes, respectivement inscrits à ces courbes, qui ont pour dia- 
gonales les couples de diamètres conjugués AC et BD, A, Cf et B, D, , choisis 
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arbitrairement ; soient, en outre, M, Mf les centres des deux ellipses. On 
prend comme correspondants, dans les deux systèmes alliés, les points 
A, B, C et Al, Bi, Cf. Au point milieu M de AC correspondra le point mi- 
lieu Ml de Al Cl, et k Tellipse A:, qui touche en A et C deux droites paral- 
lèles h MB, et qui passe par B, correspondra l'ellipse Ai, qui touche en 
Al et Cl deux parallèles à MiBi et qui passe en outre par B|. 

On peut substituer aux diamètres conjugués MA et MB d^une ellipse k 
deux autres diamètres conjugués quelconques. 

Dans toutes les positions de MA et de MB, Taire du parallélogramme 
ABCD esta celle de Tellipse A- comme Taire du parallélogramme AiBiC,D| 
est à celle de l'ellipse A^ Il s'ensuit que : 

Tous les parallélogrammes inscrits dans une ellipse, et dont les dia- 
gonales sont deux diamètres conjugués^ ont même aire. 

I^ parallélogramme circonscrit, dont les cAtés touchent Tellipse aux 
points A, B, C, D, est double du parallélogramme ABCD. Donc : 

Tous les parallélogrammes circonscrits à une ellipse, et dont les côtés 
sont parallèles à deux diamètres conjugués, ont mi'me aire. 

Si 2/7 et 2 6 sont les longueurs des deux axes d*une ellipse, ^ah est 
Taire de tout parallélogramme circonscrit dont les cotés sont parallèles à 
deux diamètres conjugués. Si Tellipse est alliée à un cercle de rayon r, l'aire 
S de Tellipse est à ^ab comme Taire trr* du cercle est à Taire 4^* du carre 
circonscrit au cercle. Donc 

S : ^ab-Tzi^ : 4/-*, 
S = Ttab, 



1» ^ 
OU 



Donc : l'aire de l'ellipse est égale au produit des demi-axes par le 
nombre ir. 

Le cercle étant divisé en quatre parties égales par deux diamètres conju- 
gués, il en est de même de Tellipse. 

IV. — Systèmes plans semblables. Systèmes homothétiqaes. 

259. Deux systèmes plans collinéaires, 2, 2i, sont dits semblablcSy 
lorsque chaque angle de Tun est égal à Tangle correspondant de l'autre. 

Il résulte immédiatement de cette défininilion que deux faisceaux quel- 
conques de rayons y qui se correspondent dans des systèmes semblables, sont 
égaux (58). 
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Deux systèmes semblables sont aussi alliés. 

En effet, à deux droites parallèles de 2 correspondent deux droites pa- 
allèles de 2i et, conséquemment, à chaque point à l'infini de 2 un point à 
'infini de 2|. 

Les côtés des triangles correspondants, dans 2 et 2i, sont proportionnels, 
:ar les triangles sont ëquiangles ; donc : 

/>f segments correspondants de deux systèmes plans semblables sont 
ntre eux dans un rapport constant. 

Deux systèmes semblables sont perspectifs quand les côtés d'un angle 
lans 2 sont respectivement parallèles aux côtés de l'angle correspondant 
lans 2i. 

En effet, dans ce cas, deux droites correspondantes quelconques sont 
[>arailèles et les systèmes plans ont la droite à l'infini unie. 

260. Deux systèmes semblables perspectifs, qui ne sont pas des sections 
parallèles d'une même gerbe, sont superposés et ont un faisceau de rayons 
ani. On dit en ce cas que les deux systèmes sont semblables et semblablement 
placés ou homothétiques (*), et le centre du faisceau de rayons uni, c'est-à- 
dire le point où concourent les droites qui joignent les couples de points 
correspondants, est appelé centre de similitude ou à'homothctie. 



y. — Courbes perspectives, semblables et homothétiques. 

Gongruence. 

261 . Pour mettre deux courbes du second ordre semblables en position 
perspective, il suffit de les disposer de telle façon que deux cordes (ou deux 
tangentes) non parallèles de l'une deviennent respecti ventent parallèles aux 
cordes ( ou aux tangentes ) correspondantes de l'autre. Deux cordes (ou 
deux tangentes) correspondantes quelconques sont alors parallèles. 

Si les deux coniques sont dans un même plan, les points correspondants 
sont alignés sur un point fixe. Si elles ne sont pas dans un même plan, 
elles sont des sections parallèles d'une même surface conique. 



(') Les fifpires semblablement placées ont été étudiées par Ei'CLIDe (VI, p. i8, XI, 
p. 37). Voir aussi, sur cette relation particulière : les Œuvres mathématiques de 
SiMO!! Stevir de Bruges. Leyde, i634* — CnASLBS, dans les Annales de Mathématiques 
de GncoiniB, U XVIII, p. 380. 
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Deux paraboles peuvent toujours être consîdérëes comme semblables ; 
car, si Ton ramène leurs plans et leurs axes au parallélisme, deux cordes 
( ou deux tangentes ] correspondantes quelconques seront parallèles. 

Deux ellipses ou deux hyperboles ne sont semblables que si leurs aies 
sont proportionnels. 

Les deux courbes sont homothétiques lorsque deux couples de diamètres 
conjugués de l'une sont respectivement parallèles h deux couples de dia- 
mètres conjugués de l'autre. 

Deux hyperboles semblables ont des angles asymptotiques ^aux. 

262. Deux figures sont dites congrucntes lorsque deux segments corres- 
pondants quelconques de ces figures sont ^aux. La co:igtuence est donc 
un cas particulier de la similitude. 

Dans les systèmes plans congruents, deux angles correspondants quel- 
conques sont égaux entre eux. 

Il est facile de reconnaître le rapport qui existe entre la relation de con- 
gruence et celle de collinéation. Les figures congruentes sont un cas parti- 
culier des figures semblables, comme celles-ci sont un cas particulier des 
figures alliées, qui sont elles-mêmes un cas particulier des figures coUinëaires. 

Il est évident que deux systèmes plans congruents quelconques peuireDt 
être mis en position perspective d'une infinité de manières. 
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CHAPITRE XVI. 



ftiRÉBATIOH ET GLASSIHGATIOH DES SURFACES DU SEGOIID OBDBE. 



MOtius, Der barjcentrisehe Calcul, etc. Leipzig, 1827, § 110-119. — Setdevtitz, Cow- 
itrnction und Classification der Flàchen des zweiten Grades mittelst projectivischer 
Gebilde {Arehiv der Mathematik und Pkjrsik, Bd. 9, p. i58-2i/|). Greifswald, 1847. — 
Staudt, Géométrie der Loge, Nûrnberg, 18/17, S 35.—- Zech, Die hôhere Géométrie^ etc. 
Stott(prt, 1807, III Abschn. — Stacdt, Beitràge zur Géométrie der Lage. Nûrnberg, 
1860, S 32. — CaEMO^iA, Preliminari di una teoria geometrica délie superficie , Bolo- 
gne, iSG*», S 33-36. — PPArF, Neuere Géométrie, Erlangen, 1867, § 7. — Rete, Die 
Géométrie der Lage, Hannover, 1868, p. 36-33. — Stacdigl, Lehrbuch der neueren 
Géométrie, etc. Wien, 1870, p. 276-293. — Fiedleb, Die darstellende Géométrie, etc. 
Leipzig, 1871, Il Th. B. 



I. — Génération de la surface et de la gerbe de plans du second ordre. 



263. Les formes fondamentales simples projectives ont conduit 
aux formes élémentaires du second ordre ; les formes fondamen- 
tales projectives de la seconde espèce conduisent de même aux 
surfaces et aux gerbes de plans du second ordre. Ainsi : 



Une surface du second ordre est 
engendrëe par deux gerbes récipro- 
ques non concentriques. 



Une gerbe de plans du second 
ordre est engendrée par deux sys- 
tèmes plans réciproques non super- 
posés. 



La surface du second ordre et la gerbe de plans du second 
ordre étant des formes réciproques, la loi de dualité permettra de 
déduire toutes les propriétés de Tune de ces formes des propriétés 
de l'autre. C'est pourquoi nous limiterons notre étude aux surfaces 
du second ordre. 
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II. — Surface engendrée par denx gerbes réciproqnes. 

264. Deux gerbes réciproques non concentriques étant données, 
le lieu des points oit les rayions de l'une rencontrent les plans cor- 
respondants de l'autre est une surface du second ordre qui passe 
par les centres des deux gerbes. 

Soit Y la surface engendrée par les gerbes données, S et S|,et 
soit a un plan quelconque de S, coupant la surface suivant une 
courbe qu'il s^agit de déterminer. Au plan a correspond, dans la 
gerbe S|, un rayon ai, et au faisceau de rayons de S, situé dansle 
plan a, correspond, dans S|, un faisceau de plans qui a pour axe 
le rayon «|. Ces deux faisceaux correspondants et projeclifs 
(228) engendrent (142, III) une courbe du second ordre qui est 
commune au plan a et à la surface Y. La même courbe peut d'ail- 
leurs être considérée comme engendrée par le faisceau de rayons 
de S situé sur a et par le faisceau de rayons suivant lequel le fais- 
ceau de plans a^ est coupé par le plan a ; par où Ton voit que la 
courbe du second ordre commune à la surjace ^ et au plan a 
passe par les points S et a^a (64). 

On démontrerait de la même manière que tout plan de la 
gerbe S| coupe la surface V suivant une courbe du second ordre 
qui passe par le point S| . 

Il suit de là qu'une droite quelconque g, nécessairement située 
dans un plan Sg^ qui coupe la surface suivant une courbe du second 
ordre, a tout au plus deux points communs avec cette courbe et 
par suite avec la surface elle-même. Y est donc une surface du se- 
cond ordre passant par les centres S et S| des gerbes génératrices. 

La droite g pourra, dans un seul cas particulier, être contenue 
tout entière dans la surface. Ce cas est celui où un rayon quel- 
conque du faisceau a repose sur le plan correspondant du fais- 
ceau a|. La courbe d'intersection se résout alors en un système 
de deux droites (98). 

265. Toute droite g y passant par S, a en général un second 
point, différent de S, commun avec la surface. Ce point est celui 
où la droite g est coupée par le plan ^i qui lui correspond dans la 
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;erbe S|. Il coïncide avec S dans le cas seulement où yi passe par 
e rayon S| S, commun aux deux gerbes. 

Tout rayon de S, qui n'a pas un second point commun avec la 
iurfacCy est tangent à celle-ci au point S. 

266. A toute tangente en S correspond un plan passant par SS|. 
Foutes les tangentes à la surface, passant par S, sont donc si- 
uées (22o) dans le plan de la gerbe S qui correspond au rayon 
commun SS|. Ce plan est appelé plan tangent à la surface du se- 
cond ordre au point S. Donc : 

Le rayon commun aux deux gerbes génératrices d'une surface 
iu second ordre a pour correspondant, dans chacune des deux 
fjerbes, un plan tangent à la surface, 

267. A la proposition fondamentale du n® 264 correspond la 
proposition inverse suivante : 

Une surface quelconque du second ordre ¥ peut toujours être 
engendrée au moyen de deux gerbes réciproques, ayant pour 
centres deux points S, S| pris arbitrairement sur la surjace. 

Soient, en effet, X et fx les deux coniques d'intersection de la 
surface Y et de deux plans qui passent par S, mais non par Si. 
Soit T le point où la droite commune aux deux plans rencontre dr 
nouveau Y ; ST est une corde commune aux deux coniques X et /x. 
Faisons passer par la droite SiT un plan, pris arbitrairement, qui 
rencontre de nouveau X en L et fx en M. Soient, finalement, L| 
et La deux autres points quelconques de X et M|, Mq deux autres 
points de |tx. 

Construisons (230) deux gerbes réciproques, ayant pour centres 
S, Sj, et telles qu'aux rayons S(L|, Lo, M|, M2) correspondent les 
plans Si(LLi, LL2, MM|, MM2). Au rayon ST, commun aux 
plans SLL1L2, SMMiM2, correspondra dès lors le plan S|LMT. 
Soit ^ X la surface du second ordre engendrée par les deux gerbes 
considérées. La section de cette surface par le plan SLL1L2 est 
la conique engendrée par les faisceaux projectifs S(T, L|, L2), 
L(T, Li, L2). Cette conique passe parles cinq points S, L, Li, L2,T; 
elle coïncide donc avec X. De même, la section de Y| par le plan 
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SMM1M2 coïncide avec jtx. Les coniques X, fx elle point So sîtué 
en dehors d'elles, sont donc communs aux surfaces V eiVi. Tout 
plan passant par Si coupe V et ¥| suivant deux coniques qui 
coïncident, car elles ont cinq points communs : le point S| et les 
quatre intersections du plan considéré avec X et avec (jl. Donc les 
surfaces Y et S'i se réduisent à une seule. 

Les propriétés démontrées pour les centres arbitrairement choi- 
sis des deux gerbes génératrices de la surface du second ordre 
s'étendent à tous les autres points de cette surface ; donc : 

Une sur J ace du second ordre est touchée, en un quelconque de 
ses points, par un plan qui contient toutes les tangentes à la sur- 
face en ce point. 

Tout autre plan, passant par le même point, coupe la surface 
suiv^ant une conique qui, dans un cas particulier, se résout en deux 
droites. 

Le plan S|LMT ayant d'ailleurs été pris arbitrairement, nous 
concluons que : 

Deux gerbes, dont les centres sont sur une surface du second 
ordre, peuvent être rapportées entre elles d'une infinité de ma- 
nières, de façon à engendrer la surface. 



III. — Distinction des surfaces du second ordre. 

268. Nous distinguerons, dans les surfaces du second ordre, les 
rectilignes, qui peuvent être décrites par une droite, et celles qui 
ne contiennent aucune droite. 

Les surfaces rectilignes du second ordre ne sont autres que celles 
précédemment considérées sous les noms de surfaces doublement 
rectilignes et de surfaces coniques du second ordre. 

Quand une surface du second ordre contient une droite g 
[fi g' 72 ), tout plan sécant, passant par g, rencontre de nouv^eau la 
sut face suivant une seconde droite m. 

En effet, la conique d'intersection de la surface et du plan passant 
par g dégénère nécessairement en deux droites (264). La droite m 
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Fig. 72. 



parcourt la surface, pendant que le plan sécant tourne autour de 
la droite g. 

Deux cas peuvent alors se présenter : 

1° Deux positions, m^ et m2, de la droite mobile, ont un point N 
commun ; 

2^ Deux positions de la même droite n^ont aucun point commun. 

Dans le premier cas, le point N ne peut être situé que sur la 
droite g, car les plans gnit et gm2 (17) sont différents Tun de 
l'autre. 

Soient A et B deux points quelconques de la surface du second 
ordre, situés en dehors des droites g, tn^ , m^, 
et soient X, jtx les coniques suivant lesquelles 
la surface est rencontrée par deux plans quel- 
conques passant par A et B. Les coniques X, 
(x sont projetées du point N au moyen de deux 
surfaces coniques qui sont identiques; ces 
surfaces ont, en effet, les cinq rayons com- 
muns NA, NB, gy rrix, m^, et chacun de leurs 
rayons appartient à la surface du second 
ordre donnée, puisqu'il contient trois points 
de cette surface, savoir': le point N et un 
point de chacune des coniques X et jtx. La 
surface du second ordre donnée est donc, en ce cas, une surface 
conique. 

Soient, dans le second cas, mi, m^, m^ trois positions quel- 
conques de la droite mobile. Toute droite coupant nti, W2, rriz ap- 
partient à la surface du second ordre. Les trois points d'intersection 
sont, en effet, communs à la droite et à la surface, et celle-ci peut 
encore être décrite par une droite mobile s'appuyant sur les trois 
droites fixes mi, m2, m^ (144). La surface du second ordre est donc 
une surface doublement rectiligne, c'est-à-dire un hyperboloïde 
simple ou un paraboloïde hyperbolique. 




/ \ 



^--j "" 



269. Les surfaces du second ordre qui ne contiennent aucune 
droite sont : V ellipsoïde y le paraboloïde elliptique elV hyperboloïde 
à deux nappes. 

L'ellipsoïde n'a aucun point commun avec le plan à l'infini. 

Le paraboloïde elliptique est touché par ce plan en un point. 
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L'byperboloïde à deux nappes est coupé, par le plan à Tiofini, 
suivant une courbe du second ordre. 

Toutes les sections planes de Tellipsoïde sont des ellipses. 

Les sections du paraboloïde elliptique ne sont des paraboles que 
si le plan sécant contient la direction dans laquelle est situé le 
point à rinfini du paraboloïde. Dans tous les autres cas, les sections 
sont des ellipses. 

Les sections de Thyperboloïde à deux nappes sont des ellipses, 
des paraboles ou des hyperboles, selon que le plan sécant n'a aucun 
point commun avec la courbe à Tinfini de la surface, ou qu'il con- 
tient un point de cette courbe, ou qu'il en contient deux. 

270. On peut facilement reconnaître a priori si la surface du 
second ordre engendrée par deux gerbes réciproques quelconques, 
S et S|, est doublement rectiligne, conique ou non rectiligne. Il 
suffit de rechercher, en effet, si la surface et l'un quelconque de 
ses plans tangents ont deux droites communes, ou n'en ont qu'une 
seule, ou enfin n'en ont aucune. Or le rayon SSj de la gerbe S a 
pour correspondant le plan tangent au point S|(64), et tous les 
rayons du faisceau de tangentes S| correspondent à tous les plans 
du faisceau SS|. Cela étant : 

Si deux rayons du faisceau S| sont situés sur les plans qui leur 
correspondent dans le faisceau SS|, ces deux rayons sont communs 
au plan tangent et à la surface du second ordre, et cette surface 
est doublement rectiligne. 

Si un seul rayon de S| est situé sur le plan correspondant de SS|, 
les deux gerbes engendrent une surface conique. 

Si aucun des rayons du faisceau de tangentes n'est situé sur le 
plan qui lui correspond, la surface du second ordre n'est pas recti- 
ligne. 

Dans le cas tout à fait particulier où trois plans du faisceau SS|^ 
et par conséquent tous les plans de ce faisceau, passent par les 
rayons de Si qui leur correspondent, la surface du second ordre 
se résout en deux plans, et toute conique commune à la surface 
et à un plan quelconque se résout elle-même en deux droites. 
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CHAPITRE XVII. 



POLABRt SES SUBTACES DU SBCOID OBDBE. 



Porcelet, Traité des propriétés projectivet, etc. Paris, 1866, t. H, n<** 75-95. — Cbables, 
aperçu historique, etc. Bruxelles, 1837, p. 877, 383, 596. — Bellavitis, Lezioni di 
Geometria descrittiva, etc. Padora, i85i, p. 323-333. — Zech, Die hôhere Geome' 
trie, etc. Stuttgart, 185;, $11* — Caeho!IA, Preliminari di una teoria geometrica 
deUe superficie. Bologna, 1866, J 37. — Rete, Die Géométrie der Loge, Uannorer, 
1868, p. 33-38. — Stacdicl, Lehrbuch der neueren Géométrie, Wien, 1870, p, 3oo- 
319. 

I. — Plan polaire et pôle. 

271. Les surfaces du second ordre jouissent, comme les courbes 
du même ordre, de certaines propriétés qu^on désigne sous le nom 
générique de propriétés polaires, ou de polarité, et qu'on déduit 
aisément des précédentes théories. 

LfCs propriétés polaires des surfaces coniques du second ordre 
ont été implicitement établies quand il s'est agi (118) de la po- 
larité des courbes du second ordre. Nous n'aurons donc pas à con- 
sidérer cette catégorie de surfaces dans les recherches qui suivent. 

Par un point A, pris arbitrairement dans l'espace, mais non situé 
sur une surface du second ordre donnée ¥, on mène à cette sur- 
face des sécantes à volonté. On détermine, sur chaque sécante, \v, 
quatrième point, harmoniquement séparé de A par les deux points 
d'intersection avec la surface. Le lieu géométrique de ce quatrième 
point est un plan a. 

En effet, tout plan sécant mené par A coupe la surface S' suivant 
une courbe du second ordre et le lieu considéré suivant une 
droite, qui est la polaire du pointA par rapport à la courbe. Toutes 
les droites polaires ainsi déterminées se coupent deux à deux, 
sans passer par un même point. Elles sont donc toutes dans un 
même plan a (17). Ce plan contient aussi les points de contact de 
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toutes les tangentes à V passant par A et les intersections de tous 
les couples de tangentes concourantes, dont les points de contacl 
sont alignés avec A (104). Il suit de là que deux plans tangents à 
la surface, dont les points de contact sont alignés avecle point A, 
se coupent suivant une droite située dans le plan a. Les tangeoles 
contenues dans ces plans se coupent, en efiet, deux à deux, en des 
points du plan a. Ce plan est appelé plan polaire du point A par 
rapport à la surface Y et, vice versa, A est le pôle du plan a. 
Donc : 

«Si par un point quelconque A, non situé sur une sur/ace du 
second ordre donnée, on mène à la surjace des sécantes et des 
plans sécants et si l'on détermine : 

1® Les points des sécantes harmoniquement séparés de A par 
la surjace; 

2? Les polaires de A, par rapport aux coniques communes à 
la surjace du second ordre et aux plans sécants; 

3** Les droites d'intersection des couples de plans qui touchent 
la surface en deux points situés sur tune des sécantes ; 

4** Les points de contact des tangentes et des plans tangents à 
la surface qui passent par le point A. 

Tous ces points et toutes ces droites sont situés sur un plan a, 
qui est le polaire de A et dont A est le pôle. 

II. — Tangente et plan tangent. 

272. On a vu (266) que les tangentes menées à une surface du 
second ordre, par un point pris sur elle-même, forment un Jais- 
ceau de rayons du premier ordre. 

Si le point est pris en dehors de la surface, le plan polaire de 
ce point coupe la surface, et l'on vérifie (271) que les points de 
contact de toutes les tangentes et de tous les plans tangents quun 
peut mener, d'un point A quelconque, à une surface du second 
ordre, sont situés sur une conique. Cette conique de contact est 
la ligne d'intersection du plan polaire a du point A et de la 
surface du second ordre. 

Conséquemment ; 

Les tangentes issues d'un même point A, extérieur à une sur- 
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face du second ordre, sont sur une surface conique du second 
ordre, qui est env^eloppée par les plans de contact. 

Inversement : 

Toute droite qui joint un point V de laconique de contact au 
^int \ est tangente à la surface du second ordre au point P. 

Car, si cette droite rencontrait encore la surface en un second 
point Q, le point harmoniquement séparé de A par les intersec- 
tions P et Q serait en dehors du plan a qui contient le point P. 

273. Tout plan qui projette du point A une tangente à la co- 
nique de contact est un plan tangent à la sur/ace. 

Et, comme une droite quelconque, contenant le point A, est 
rencontrée tout au plus par deux tangentes à la conique, on a la 
proposition suivante : 

Par une droite qui n'appartient pas entièrement à la surface 
du second ordre, on peut mener tout au plus deux plans tangents 
à cette surface» 



III. — Positions respectives du pôle et du plan polaire. 

274. De la définition du plan polaire, il résulte que : 

Tout point de la surface a pour plan polaire le plan tangent 
en ce même point. 

Et réciproquement : Tout plan tangent à la surface a pour pôle 
son point de contact. 

Le mode de correspondance entre les points et les plans est éta- 
bli par la double proposition suivante : 



Quand le plan polaire d'un point A 
passe par un point B, le plan polaire 
de B passe par A. 



Quand le pôle d'un plan ol est si' 
tué sur un plan |3, le pâle fie ô est 
situé sur a. 



Menons, en effet, par AB un plan qui coupe la surface suivant 

i5 
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une conique. D'après Thypo thèse, la polaire de A, relativement 
à la conique, passe par B^ conséquemment, la polaire de B passe 
par A (108). Mais cette polaire est située dans le plan polaire de B 
relativement à la surface du second ordre (271) ; donc, si le plan 
polaire de A passe par B, réciproquement, le plan polaire de B 
passe par A. 

On démontrerait de même la proposition à droite. 

De là ces conséquences : 



Quand un point se meut dans un 
plan, son plan polaire tourne autour 
du pôle de ce plan. 

Quand un point se meut sur une 
droite ( c est-h-dire sur deux plans 
passant par cette droite) ^ son plan 
polaire tourne autour d'une autre 
droite. 

En effet, ce plan polaire tourne 
en même temps autour des pôles des 
deux plans, c'est-à-dire autour de 
la droite de jonction de ces pôles. 



Quand un plan tourne autour 
d'un point, son pôle se meut dans le 
plan polaire de ce point. 

Quand un plan tourne autour 
d'aune droite [cest'à'dire autour de 
fleux points de cette droite)^ son pôle 
se meut sur une autre droite. 



£n effet, ce pôle se meut en même 
temps sur les plans polaires des deux 
points, c'est-à-dire sur la droite 
d'intersection de ces plans pola ires 



IV. — Droite polaire. 

275. Deux droites sont dites polaires Tune de l'autre, par rap- 
port à une surface du second ordre, lorsque les pians polaires 
des points de Tune passent par l'autre; et dans ce cas, "vice versa, 
les pôles des plans de l'une sont situés sur l'autre. Ainsi, à toute 
droite de l'espace en correspond une autre comme polaire. 

Nous pouvons maintenant exprimer la double proposition pré- 
cédente dans les termes suivants : 



Si une droite passe par un point, 
sa polaire est située dans le plan 
polaire de ce point. 



Si une droite est située dans un 
plan, sa polaire passe par le pôle de 
ce plan. 



Une droite g étant donnée, on construira sa polaire g^y soit en 
cherchant les plans polaires de deux points de g et déterminant 
rintersection de ces plans, soit en cherchant les pôles de deux 



CONSTBUCTIOX DU l>OLi: D UN 1»LAX DONNE. 2'27 

plans passant par g et déterminant la droite qui joint ces pôles. 
On déduit immédiatemen t les conséquences suivantes : 

La droite gy qui joint deux points quelconques d'une surface 
du second ordre, a pour polaire la droite d'intersection g^ des 
plans tangents à la sur J ace aux deux points considérés. 

Vice versa : la droite g^ d'intersection de deux plans tangents 
quelconques à une surface du second ordre a pour polaire la 
droite qui joint les points de contact de ces plans. 

Cas particulier : 

Toute tangente g à une surface du second ordre a pour po- 
laire une autre droite gx , tangente à la surface au même point. 

En effet, la tangente g se trouvant sur le plan de contact, sa 
polaire gi doit contenir le pôle G de ce plan, c'est-à-dire le 
point de contact. Mais la tangente g passe par le point G ; g^ doit 
donc se trouver sur le plan polaire de G, c'cst-à-dirc sur le plan 
tangent. 

Dans tout autre cas, la polaire gi d^me droite g peut encore 
être déterminée de la manière suivante : 

On coupe la surface du second ordre par deux, plans qui con- 
tiennent la droite g, et l'on cherche les pôles de g par rapport aux 
deux courbes d'intersection. Ces pôles se trouvent sur la droite gi^ 
car le plan polaire de l'un quelconque d'entre eux passe par la 
droite g. 

V. — Gonstmction du pôle d'un plan donné. 

276. Le pôle d'un plan a, par rapport à une surface du second 
ordre, est le point où concourent les polaires des points et des 
droites du plan a. Le pôle est déterminé par deux de ces polaires. 
Les plans tangents en tous les points communs au plan donné a 
et à la surface du second ordre passent aussi par le pôle. Si par 
une droite quelconque du plan a on fait passer deux plans tan- 
gents à la surface, le pôle se trouve sur la droite de jonction des 
deux points de contact, et il est harmoniquement séparé de a par 
les plans de contact. 



i5. 
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VI. — Surfaces polaires réciproques. 

277. La polarité des surfaces du second ordre conduit à un cas 
particulier de la réciprocité dans Tespace. 

Un système quelconque de points, de droites et de plans étant 
donné, si Ton détermine, par rapport à une surface fixe du second 
ordre, les plans polaires de ses points, les droites polaires de ses 
droites et les pôles de ses plans, on obtient un second système 
dont les points, les droites et les plans correspondent respective- 
ment aux plans, aux droites et aux points du premier. Aux points 
d'une droite correspondent les plans passant par une autre droite; 
en d'autres termes, à une ponctuelle correspond un faisceau de 
plans, et il est évident que ces deux formes sont projectives (228). 
Deux systèmes ainsi disposés sont dits polaires réciproques. A 
tout théorème, relatif à l'un, correspondra le théorème réciproque, 
relatif à l'autre. 

Si, dans le premier système, un point décrit une surface S du 
,^iénie ordre, le plan correspondant à ce point, dans le second 
système, restera tangent à une surface £| de la n»*"»* classe (*). A 
un point P de la première surface correspondra un plan ir,, tan- 
gent à la seconde ; aux droites tangentes à S en P correspondront 
les droites tangentes à S, et contenues dans le plan 7i|. Mais les 
premières tangentes sont dans le plan tt, qui touche E en P, et les 
secondes passent par le point Pi, où S i est touchée par tTi ; donc 
le plan t: est précisément celui qui correspond au point Pi . 

Il résulte de là que, si un point décrit la surface Sf dans le second 
système, le plan correspondant du premier système restera tan- 
gent à la surface S. Dès lors, si S est de la /i»*™« classe, S| sera du 
^^ième ordre. Ainsi apparaît manifeste la parfaite réciprocité entre 
les surfaces £ et S,, qu'on appelle, pour ce motif, surf aces po- 
laires réciproques (2). 



(* ) ISordre d'une surface quelconque est déterminé par le plus grand nombre d'in- 
tersections possibles de cette surface avec une droite. La classe d'une surface déTelop- 
pable dépend du plus grand nombre de plans tangents qu'on peut mener à cette 
surface d'un même point. 

(*) II convient de rappeler, à ce sujet, le Mémoire de Mo:<ge sur les turf aces rici' 
proqttes, qui est mentionné dans une liste de ses différents Mémoires, placée au eom- 
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Il est presque superflu d'ajouter que tout polyèdre inscrit dans 
Tune des deux surfaces a pour polaire réciproque un polyèdre cir- 
conscrit à l'autre, et "vice versa. 



¥n. — Gerbe de plans enyeloppe de toute surface du second ordre. 

278. Toute sur/ace du second ordre est enveloppée par une 
gerbe de plans du second ordre. 

Considérons la surface du second ordre engendrée par deux 
gerbes réciproques, S etS|, c'est-à-dire la surface dont chacun 
des points est déterminé (264) par l'intersection d'un plan de S 
et du rayon correspondant de S|. Les plans et les rayons de ces 
deux gerbes réciproques ont respectivement pour pôles et pour 
polaires, par rapport à la surface du second ordre, des points et 
des droites situés sur les plans polaires des centres S et S|, c'est- 
à-dire (274) sur les plans tangents à la surface en S et en S|. Ces 
points et ces droites constituent donc deux systèmes plans, S et 



meneement de son jipplication de l'Analyse à la Géométrie (3^ édition, Paris, 1809, 
p. 4)« Ce Mémoire n'a pas été publié, mais il résulte d'une Note jointe à son titre 
que les surfaces considérées par Mojige sont polaires réciproques par rapport au para- 
boloîde de rérolution qui a pour équation a;'-r-^r'= a. Il est à re^rretter que le Mé- 
moire de Mo!iGB soit resté inédit. Il eût été intéressant de connaître la Toie qui a 
eondait ce géomètre à ses surfaces réciproques, et surtout de savoir quel usage il 
faisait de cette inrention. 

Chasles a fait connaître un nouTeau système de surfaces réciproques, ana1o{^es à 
celles de Mojige, mais qui ne font point partie des surfaces polaires. Ces nouvelles 
surfaces ont entre elles une relation géométrique que Chasles exprime de la manière 
soirante : Une surface étant donnée^ on pourra lui imprimer un mouvement infiniment 
petit, tel que les plans normaux aux directions que prendront ses digèrent s points, 
pendant ce mouvement, seront précisément les plans tangents à la surface réciproque. 
Le mouvement à imprimer sera le résultat des deux mouvements élémentaires simultanés, 
dont le premier sera de révolution autour de l'axe des z regardé comme fixe ^ et le se- 
eond de translation dans la direction de cet axe. 

Ces dernières surfaces réciproques et celles de Moxge sont des cas particuliers de 
surfaces dont l'expression analytique, beaucoup plus générale, a été donnée par 
CaASUU \Apercu historique, etc. Bruxelles, 1837, Note XXX. — Rapport sur les pro- 
grès de la Géométrie. Paris, 1870, p. 90}. Voir aussi, au sujet des surfaces réciproques 
considérées par Monge, les recherches de A. de 1V1orga?i : Mcthods of integrating par- 
tial differential Equations ( Transactions de la Société philosophique de Cambridge^ 
i8i9, t. VIII, p. 6o6-6i3). — On some points of the intégral Calculus {laid., i8ji, 
t. IX, p. 119). 
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Sj, qui sont évidemment réciproques (225, 275) et qui engendrent 
(263, 264) une gerbe de plans du second ordre à laquelle appar- 
tiennent les plans £ et D{. Tout plan de cette gerbe contient un 
point P de 2, par exemple, et le rayon correspondant p^ de Ij. 
Mais le point P de 2 est, par construction, le pôle d'un plan tt de 
S et le rayon p\ de S| est la droite polaire du rayon /7, de S| qui 
correspond au plan tt. Le plan Vp\ de la gerbe du second ordre 
est donc le plan polaire du point izp^ ; et, comme ce point appar- 
tient à la surface (264), son plan polaire P/?', est tangent à la 
même surface en iip^ , La surface du second ordre est donc enve- 
loppée par la gerbe du second ordre formée de l'ensemble des 
plans tels que P/^', . 



Vin. — Points conjugués et plans conjugués. 



279. Deux points, P et Pj, sont 
dits conjugues par rapport à une 
surface du second ordre, quand l'un 
d'eux, P,, est situé sur le plan po- 
laire TT de l'autre; auquel cas le 
point P est pareillement situé sur le 
plan polaire ttj dePj (274). 

Un point P et une droite g sont 
conjugués quand P est sur la polaire 
de g et quand, par suite, le plan 
polaire de P passe par g. 



Deux plans, ir et tt,. sont dits 
conjugues par rapport à une sur- 
face du second ordre, quand Tun 
d'eux, 77 j, passe par le pôle P de 
l'autre; auquel cas le plan tt passe 
pareillement par le pôle Pj de xr,. 

Un plan iz et une droite g sont con- 
jugués quand tt passe par la polaire 
de g et quand, par suite, le pôle 
de TT est sur g. 



Deux droites sont dites conjuguées lorsque chacune d'elles et la 
polaire de Tautre sont situées dans un même plan. 

Un point est donc conjugué à tous les points et à tous les rayons 
situés dans son plan polaire ; un plan, à tous les rayons et à tous 
les plans qui passent par son pôle; enfin, une droite g à tous les 
points situés sur sa polaire g\, à tous les plans qui passent par ^y 
et à toutes les droites qui sont coupées par g^, . 

Tout point de la surface, toute droite tangente et tout plan tan- 
gent à la surface, sont conjugués à eux-mêmes. 



280. Si deux points AetB sont 
conjugués par rapport à une surface 



iSi deux plans v. et p sont conju- 
gués par rapport à une surface du 
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de second ordre, ils sont aussi conju- 
gués par rapport à toute courbe du 
second ordre résultant de la section 
de la surface par un plan du fais- 
veau AB* 



second ordre, ils sont aussi conjU' 
gués par rapporta toute surface co- 
nique du second ordre enveloppant 
la surface et ayant pour centre un 
point de la droite a|3. 



En effet, d'après l'hypothèse, le plan polaire du point A passe 
par B. Ce plan contient d'ailleurs la polaire de A par rapport à la 
courbe d'intersection du second ordre; cette polaire commune à 
deux plans doit par conséquent contenir le point B, commun aux 
deux mêmes plans. 

Il résulte de là que, si g est une droite non conjuguée avec 
elle-même, et si l'on rapporte entre eux deux points conjugués de 
la ponctuelle g, ou deux plans conjugués du faisceau gj les points 
de la ponctuelle ou les plans du faisceau seront accouplés involu- 
toiremcnt. 

Si, dans un faisceau de rayons, dont le centre et le plan ne 
sont pas conjugués avec eux-mêmes, les rayons conjugués se cor- 
respondent deux à deux, tous les rayons sont accouplés involu- 
toi rement. 

Cette dernière proposition peut être ramenée à la précédente, 
car on peut déterminer, dans le plan du faisceau, un point con- 
jugué à chaque rayon ; on obtient ainsi une ponctuelle en involu- 
tion, à laquelle le faisceau de rayons est perspectif. 
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APPENDICE AUX CHAPITRES XVI ET XVII. 

DIAMÈTBE8 ET FLAIS DIAHËTBAUX DES SUBFACES DU 8EC01D OBDBS. 

GERBES ET AXES FBIirCIPAUX (*]. 



I. — Plans diamétraux et diamètres. 

281. Jjcs cordes parallèles menées dans une surface du second oi*dre, 
suivant une direction donnée quelconque, ont leurs points milieux dans 
un plan qui prend le nom de pian diaméiral de la surface. Ce plan con- 
tient aussi : i® les points de contact de toutes les tangentes et de tous les 
plans tangents qu'on peut mener à la surface suivant la direction donnée: 
a^ les centres de toutes les courbes situées sur la surface, et dont les plans 
contiennent la direction donnée. Le plan diamétral est le plan polaire du 
|)oint à l'infini qui se trouve dans la direction donnée. 

282. Quand une surface du second ordre est coupée par un système de 
plans parallèles, les centres des courbes d'intersection sont sur une droite 
qui prend le nom de diamètre de la surface. 

Les plans qui touchent la surface aux points où elle est renconti'ée par le 
diamètre sont parallèles aux plans d'intersection. Le diamètre est donc la 
|)olaire de la droite à l'infini suivant laquelle se cou|>ent les plans parallèles 

(275). 

283. Tous les diamètres et tous les plans diamétraux d'une surface du 
second ordre passent par un même point, qui est le pôle du plan à r infini. 

Ce plan contient, en effet, les polaires de tous les diamètres et plans dia- 
métraux. 



(*) Voir, en particulier : Poticelet, Traité des propriétés projectîvrs, etc., t. 11. 
I*arl«, 1866, II* 73. — Ztcn, Die kôhere Géométrie, etc. Stuttgart, 1857, S l^* — Rk"« 
Die Géométrie der Lage, Haonover, 1868, p. 39-^3. — Staidicl, Lehrbuch der neuc 
ren Géométrie, etc. Wion, 1870, p. 3io-3i9. 
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284. SI la suif ace du second ordre est touchée par le plan à r infini, le 
pôle de ce plan est le point de contact. 

Ce cas se présente dans les deux genres de paraboloîdes. Donc, les dia- 
mètres et les plans diamétraux des paraboloîdes hyperbolique et elliptique 
passent tous par le point de contact à l'infini du plan à Pinfini et de la sur- 
face. Conséquemment : 

Tous les diamètres d'un paraholotde sont parallèles entre eux, 

II. — Centre. 

285. Dans les autres surfaces du second ordre, le \Me du plan à l'infini 
est un point propre que Ton nomme centre de la sut/ace. 

Le centie C d'un ellipsoïde, ou d'un hjperboloïde h une ou h deux 
nappes, est en même temps le centre de toute courbe k du second ordre com- 
mune à la surface et à un plan passant par C ; et toute corde de la surface, 
passant au centre, est dipîsée par celui-ci en deux parties égales. 

En effet, le centre est conjugué à tout point ou rayon à l'infini et doit 
être harmoniquement séparé du point à Tinfini de chaque corde par deux 
))oints de la surface. 

286. Tous les plans qui touchent, en ses points a V infini, un hyperboloïde 
h une ou à deux nappes, passent par le centre de la surface et enveloppent 
un cône du second ordre qui prend le nom de cône asymptote (153). 

Le cône asymptote touche Thyperboloïde en sa courbe à l'infini, et la 
courbe d'intersection de Thyperboloïde par un plan quelconque est une el- 
lipscy une parabole ou une hyperbole, selon que le cône asymptote est 
coupé par le plan considéré, ou par un autre plan parallèle à celui-ci, sui- 
vant une ellipse, une parabole ou une hyperbole. 

III. — Axes principaux et sommets. 

287. Tout diamètre d'un ellipsoïde ou d'un hyoerboloïde est conjugué h 
un plan diamétral et à tout diamètre situé dans ce plan. 

Le plan diamétral divise en deux parties égales les cordes de la surface 
qui sont parallèles au diamètre conjugué, et vice versa, le diamètre passe 
par les centres de toutes les coniques de la surface dont les plans sont pa- 
rallèles au plan di€imétral conjugué. 
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Deux diamètres, conjugués par rapport à une surface du second ordre, 
sont aussi conjugués par rapport à la courbe d'intersection de cette surface 
et de leur plan. 

En effet, toutes les cordes de la courbe, parallèles à l'un des diamètres, 
sont divisées par Tautre en deux parties égales. 

Les diamètres de la surface situés dans le plan sécant sont, par consé- 
(juent, involutoirement accouplés (280). 

Un diamètre perpendiculaire aux plans des sections dont il contient les 
centres i)rend le nom à^axe principal de la surface du second ordre. Les 
points où l'axe rencontre la surface se nomment sommets. 

288. Si la surliice est un parabololde, elle n'a qu'un seul axe principale, 
sur lequel se trouvent les centres des coniques (sections de la surface) dont 
les plans sont perpendiculaires à la direction commune de tous les diamètres. 

Les plans diamétraux qu'on peut faire passer par l'axe a sont conjugues 
entre eux deux à deux. Le faisceau de plans a est donc involutoire (280). 
En le coupant par un plan perpendiculaire à a, on détermine un faisceau 
involutoire de rayons; et, selon que ce dernier faisceau est ou n^est pas 
rectangulaire, tous les couples de plans conjugués du faisceau a^ ou seule- 
ment deux plans, a et aj, de ce faisceau, sont perpendiculaires entre eux. 
]^ plan a, perpendiculaire et conjugué à tous les plans perpendiculaires 
à l'axe principal a, est d'ailleurs perpendiculaire à la direction dans 
laquelle est situé son pôle à l'infini; il divise donc en deux ])arties égales 
toutes les cordes du paraboloîde qui lui sont perpendicuLiires, et peut dès 
lors être nommé plan de symétrie de la surface, La même remarque 
s'applique au plan «j, conjugué rectangulaire de «. Donc : 

Le paraboloîde a au moins deux plans de symétrie qui se coupent h angle 
droit suivant l'axe principal. 

Lorsque tous les plans passant par l'axe de symétrie a sont des plans de 
symétrie, toutes les courbes d'intersection du parabololde par des plans per- 
pendiculaires à a sont des cercles, car elles ont un faisceau de diamètres 
orthogonaux (132). On a, dans ce cas, un paraboloîde de rotiition. 

289. Les diamètres d'un ellipsoïde ou d'un hyperboIo!de ne sont pas, en 
général, perpendiculaires aux plans diamétraux qui leur sont respective- 
ment conjugués. Lorsque cette condition se réalise, tout diamètre est un 
axe principal de la surface, et l'on a, comme cas particulier de l'ellipsoïde, 
la surface sphérique. Chaque faisceau de diamètres est alors rectangulaire 
et, conséquemment, le plan de chaque faisceau coupe la surface suivant un 
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cercle. On voit encore par là que, dans ce cas particulier, tous les points de 
la surface sont ëquidistants du centre. 

En général, pour l'ellipsoïde comme pour Thyperboloîde, à un diamètre 
quelconque d correspond un seul dian)ètre conjugué perpendiculaire r/j, qui 
est l'intersection de deux plans diamétraux, Tun ^i perpendiculaire à d et 
l'autre S conjugué au même diamètre. 

Si le diamètre il décrit, autour du centre de la surface, un faisceau 7 de 
rayons, le plan diamétral J, conjugué à d^ décrit un faisceau de plans pro- 
jectif au faisceau 7 (275) ; Taxe g de ce faisceau de plans est conjugué à 7. 
Dans le même temps, le plan diamétral S^^ normal à </, décrit un second 
faisceau de plans, dont l'axe g'i est normal au plan 7. Le faisceau de plans ^1 
est également projectif au faisceau de rayons 7; car deux rayons quelconques 
de celui-ci comprennent entre eux le même angle que les plans du premier 
qui leur sont res[)ectivement perpendiculaires. Les faisceaux de plans g et ^'1 
sont par conséquent projectifs entre eux et engendrent, en général, une sur* 
face conique du second ordre. En d'autres termes : 

Si un diamètre d de V ellipsoïde ou de Vhyperholoïde décrit autour du 
centre un faisceau 7 de rayons y le diamètre di, qui est conjugué et perpen^ 
diculaire à d, décrit en même temps autour du centre une surface conique 
du second ordre. 

Une exception se présente dans le cas où le faisceau 7 de rayons contient 
un axe principal de la surface; alors, en effet, les faisceaux de plans g et gx 
ont comme élément uni le plan diamétral conjugué à l'axe principal, et sont 
|)ar conséquent perspectifs. 

290. Les résultats qui précèdent servent à la recherche des axes princi* 
])aux dans l'ellipsoïde et dans Thyperboloîde. 

On suppose construites les surfaces coniques du second ordre F et E, re- 
latives à deux faisceaux de diamètres 7 et « ; s est choisi de telle sorte qu'un 
diamètre intérieur et un autre extérieur à la surface conique r soient 
situés sur E. I^s surfaces coniques concentriques F et E se coupent donc, 
et elles ont au moins deux rayons communs, quatre au plus. Un de ces 
rayons communs est conjugué et perpendiculaire au rayon commun 
des faisceaux de diamètres 7 et «; tout autre rayon a, conjugué et per- 
{)endiculaire à un diamètre dans 7 et à un diamètre dans s , est conjugué 
et perpendiculaire au plan de ces diamètres, ce qui revient à dire que a est 
un axe principal de la surface. 

Le plan diamétral a, conjugué à a, est un plan de symétrie, car il divise 
en deux parties égales les cordes qui lui sont perpendiculaires. 
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L'involution de diamètres conjugués située dans a contient une infinité 
de couples ou un seul couple de rayons rectangulaires. 

Dans le premier cas, le plan ce et tous les plans parallèles à a coupent 
la surface suivant des cercles. La surface est donc engendrée par la rotation 
d'une ellipse ou d'une hyperbole autour de Taxe ^; on la nomme, pour ce 
motif, surface fie rotation. 

Dans le second cas, soient b et c les rayons conjugués perpendiculaires : 
b étint conjugué et perpendiculaire k a et k c; c étant de même conjugué 
et perpendiculaire à a et à ^, il s'ensuit que b et c sont des axes de la sur- 
face. Donc : 

L'ellipsoïde et Vhyperboloïde ont en général trois axes. 

On est conduit à des conclusions analogues quand la surface est un cône. 
En effet, une surface conique du second ordre peut être considérée comme 
cône asymptote d'un hyperbololde, et deux diamètres, conjugués par raj)- 
port à l'hyperboloîde, sont aussi conjugués par rapport au cône. Donc : 

Toute surface du second ordre [ellipsoïde, hyperboloïde ou cône) a trois 
axes perpendiculaires et conjugués entre eux deux a deux y et les trois plans 
déterminés par ces axes sont des plans de symétrie de la surface. 

Quand la surface est de rotation, elle a une infinité d'axes principaux. 
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CHAPITRE XVIII. 



FBOJEGTIVITÉ DES FORMES DE LA TBOISifiME ESPÈCE. 



PoNCELET, Traité des propriétés projectives, etc. Paris, 1866, t. II, Section II. — MObius, 
Der barjrcentrische Calcul, etc. Leipzig, 1827, II Abschn. — Staudt, Géométrie der 
Loge. Mûrnberg, i847f p. 67-71. — Stacdt, Beitràge zur Géométrie der Loge, 
Nûrnberg, 1860, § 35. — Pfaff, Neuere Géométrie, Erlangen, 18G7, § 5-8. — Rete, 
Die Géométrie der Lage, Hannover, 1868, p. i8-a6. — Staudigl, Lehrburch der 
neueren Géométrie, p. 3r9-33i. 



I. — Espaces collinéaires et réciproques. 

291. Deux espaces, S et Si, sont dits collinéaires lorsqu'à tout 
point P de S correspond un point P| de £«, et à toute droite ou 
à tout plan de ILj passant par P, respectivement une droite ou un 
plan de £f , passant par Pf . 

Deux espaces, Z et S|, sont dits réciproques lorsqu'à tout point 
P de S correspond un plan tt^ de Z|, et à toute droite ou à tout 
plan de S, passant par P, respectivement une droite ou un point 
de Zf situés sur TTf . 

Deux espaces collinéaires ou réciproques à un troisième sont 
collinéaires entre eux (226). 

292. Quand deux espaces sont collinéaires, à tout système plan 
du premier correspond, dans le second, un système plan coUi- 
néaire, à toute gerbe une gerbe collinéaire, à toute ponctuelle une 
ponctuelle projective, etc. 

Quand deux espaces sont réciproques, à tout système plan de 
Tun correspond, dans l'autre, une gerbe réciproque, à toute ponc- 
tuelle un faisceau projectif de plans, etc. 

Si les espaces IL et S| sont collinéaires, au plan à l'infîni de S 
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correspond, en général, un plan propre de S|, et, pareillement, au 
plan à rinfini de Ei, un plan propre de S. Il suit de là que ; 

Quand deux espaces sont collinéaires, aux droites parallèles 
et aux plans parallèles de l'un correspondent j'espectwement, 
dans Vautre, des droites et des plans qui se coupent sur le plan 
correspondant au plan impropre du premier, et vice versa. 

Deux espaces étant réciproques, au plan à l'infini, considéré 
comme élément de Tun, correspond, en général, un point propre 
dans l'autre. Par suite : 

Quand deux espaces sont réciproques, aux droites parallèles 
et aux plans parallèles de l'un correspondent respectivement, 
dans l'autre, des droites d'un plan passant par le point qui cor- 
respond au plan impropre du premier et des points d'une droite 
passant par le même point, 

A quatre éléments harmoniques d'un espace, considéré en gé- 
néral, correspondent toujours quatre éléments harmoniques de 
l'espace collinéaire ou réciproque. Dès lors, et d'après les relations 
quf viennent d'être établies, deux espaces collinéaires ou récipro- 
ques sont aussi projectifs. Il s'ensuit que : 

Si, dans deux espaces collinéaires ou réciproques^ trois e'/e- 
ments d'une forme fondamentale simple (43) om encore quatre 
éléments de même genre d' une forme Jondam^entale de la seconde 
espèce {^iH) sont unis, tous les éléments de la forme fondamen- 
tale considérée sont unis. 

Dans le second cas, toutefois, on doit supposer que trois des 
quatre éléments donnés n'appartiennent pas à une même forme 
fondamentale simple. 

293. Pour rapporter réciproquement entre eux deux espaces, 
S et 2, , on prend dans 2 deux gerbes A, B, et on les rapporte ré- 
ciproquement aux systèmes plans ««, (3|, situés dans £|, de telle 
sorte que la droite AB ait pour correspondante la droite d'inter- 
section ai(3i, et qu'à tout plan commun aux gerbes, passant par 
AB, corresponde un point commun aux systèmes plans, situé 
sur «1 j3|. Dans ces conditions, à tout point P de S correspondra 
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tin plan tti dans £«, et à tout rayon /, passant par P, un rayon l^y 
situé sur tti. 

En effet, aux rayons AP et BP, situés avec AB dans un même 
plan^ correspondent, dans a^ et |3,, deux rayons qui ont un même 
point commun avec ai|3|; et qui déterminent, par suite, un plan 
ir< correspondant au point P. Pareillement, au rayon / de S, qui 
est projeté de A et de B au moyen des deux plans A/, B/, corres- 
pond un rayon /, qui est coupé, par «< et par j3|, aux deux points 
correspondants a^/f etj3|/|. 

Si l'on donne dans l'espace S un système plan quelconque e, au 
moyen duquel les gerbes A et B sont rapportées projecllvemenl 
entre elles, de façon à avoir le faisceau de plans AB uni, les sys- 
tèmes plans «1 et j3, de S, sont en même temps rapportés colli- 
néairement entre eux, de façon à avoir la ponctuelle «i/Si unie. 
Conséquemment, ai et Pi sont perspectifs (244), et ils engendrent 
une gerbe qui est en correspondance réciproque avec le système 
plan e. Au plan e de S, qui passe par une droite / ou par un point 
P, correspond donc un point E|, qui est situé sur la droite cor- 
l'espondante /< ou sur le plan correspondant tti. Donc : 

Deux espaces, Y* etYt^, peuvent être rapportés Vun à Vautre, 
de telle sorte qiCà deux gerbes ÀetB deY correspondent, dans S| , 
Jeux systèmes plans a< et^^ réciproques à ces gerbes. 

Il sufBt pour cela que la réciprocité entre A et «< et entre B et 
3| soit établie, de telle sorte qu*à tout plan commun aux points A 
et B corresponde un point commun aux plans «i et (3|. Nous pou- 
vons donc conclure que : 

Deux espaces ^ Y» et 2| , sont rapportés réciproquement entre 
eux lorsqu'à cinq points A, B, C, D, E du premier [dont quatre 
quelconques ne sont pas dans un même plan) on attribue comme 
correspondants, dans le second, cinq plans ai,j3i,y,, J,, e^ (dont 
juatre quelconques ne passent pas par un même point), 

La gerbe A ne peut être rapportée réciproquement au système 
plan «1 que d'une seule manière et de telle sorte qu'aux rayons 
\B, AC, AD, AE correspondent réciproquement les rayons «iPi, 
*4 7o ^^^^9 ûfiCi (231). De même, il n'existe, entre la gerbe B et 
le système plan j3|, d'autre relation réciproque que celle qu'on 
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obtient en faisant correspondre les quatre couples de rayons BA 
ctfi^a^, BC et (3i7i, BD etPi^i, BEet|3|S|.Et, puisqu'à trois plans 
communs ABC, ABD, ABE des gerbes A et B correspondent res- 
pectivement les trois points communs aijSjyi, ai|3|$i, a\^it\ 
des systèmes plans a^ et ^i, à tout plan du faisceau AB corres- 
pondra un point unique de la ponctuelle ai^i. La proposition se 
trouve ainsi ramenée à celle qui précède. 

294. On a de même la proposition suivante, relative aux es- 
paces coUinéaires : 

Pour rapporter collinéairement deux espaces, Z e£ E|, il suffit 
d'assigner comme correspondants : 



A cinq points quelconques de l'un y 
dont quatre ne doivent jamais être 
situés dans un même plan, cinq 
points de l'autre y assujettis à la 
même condition. 



A cinq plans quelconques de Vun, 
dont quatre ne doivent jamais passer 
par un même point, cinq plans de 
l'autre, assujettis à la même condi' 
tion. 



Tout élément de^ a dès lors son correspondant dans S,. 

On peut établir cette proposition directement, comme on l'a 
fait pour les espaces réciproques ; mais on la démontre plus sim- 
plement en observant que deux espaces réciproques à un troi- 
sième sont coUinéaires (226, 291), et en ramenant ainsi le cas de 
coUinéation à celui de réciprocité. 

On peut, en effet, rapporter les deux espaces proposés à un 
troisième, en faisant correspondre à cinq plans quelconques de 
celui-ci, respectivement, cinq points donnés dans chacun des deux 
premiers. La relation de coUinéation est ainsi établie entre les es- 
paces proposés. 

On pourrait prendre, au lieu de cinq points dans chacun des es- 
])aces, cinq plans, dont quatre ne passent jamais par un mcnie 
point. Il suit de là que : 

Si deux espaces coUinéaires ont cinq points unis, dont quatre 
ne soient jamais situés dans un même plan, ou cinq plans unis, 
dont quatre ne passent jamais par un même point, ces espaces ont 
tous leurs éléments unis et sont identiques. 
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n. — Correspondance des formes dans les espaces collinéaires 

ou réciproques. 

295. Il est intéressant d'étudier les relations qui existent entre 
les formes de l'espace qui se correspondent dans les espaces colli- 
néaires ou réciproques. Mais, avant d'aborder ce sujet, nous de- 
vons exposer quelques notions relatives aux courbes gauches, 
qu'on désigne aussi sous le nom de courbes à double courbure, 

P et Q étant deux points d'une courbe gauche, si l'un d'eux, Q, 
se meut sur la courbe, la droite PQ décrit une surface conique 
qui a pour centre P et qui projette la courbe de ce point. Si le 
point Q va s'approchant du point fixe P, PQ s'approche d'une 
droite fixe/;, avec laquelle elle finit par coïncider lorsque Q coïn- 
cide avec P. Cette droite p est la tangente à la courbe au point P, 
et l'on dit de tout plan passant par p qu'il touche la courbe au 
point P. Un tel plan, passant par un point quelconque R de la 
courbe, décrira un faisceau de plans p projetant la courbe, lorsque 
le point R parcourra celle-ci. Si le point R va s'approchant du 
point P, le plan p^ ira s'approchant d'un plan fixe tt, avec lequel 
il finira par coïncider lorsque R coïncidera avec P. Ce plan t. prend 
le nom de plan osculateur de la courbe au point P. On peut donc 
considérer toute tangente comme la droite de jonction de deux 
points de la courbe séparés l'un de l'autre par une distance infini- 
ment petite, et tout plan osculateur comme le plan de jonction de 
trois points de la courbe assujettis à la même condition. 

Toutes les tangentes à une courbe gauche forment dans l'es- 
pace un faisceau de rayons enveloppant la courbe, et tous les 
plans osculateurs un faisceau de plans osculant la même courbe. 

296. Soient maintenant /r et h^ deux courbes gauches qui se 
correspondent dans des espaces collinéaires. A toute droite qui 
joint deux points de la courbe A', et à tout plan qui joint trois 
points de la même courbe, correspondent la droite et le plan qui 
joignent respectivement les deux points et les trois points corres- 
pondants de la courbe h\, A la tangente et au plan osculateur en 
un point quelconque de A', correspondent donc aussi respeclivc- 

i6 
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ment la tangente et le plan osculateur au point homologue 
de A|. 

Si un point P décrit la courbe k, pendant que la tangente/? 
décrit le faisceau de rayons enveloppant A' et que le plan osculateur 
TT décrit le faisceau de plans osculant la courbe, le point P^ par- 
court dans le même temps la courbe k^, la tangente correspon- 
dante /^i décrit le faisceau de rayons enveloppant A',, et le plan 
osculateur correspondant ^:^ décrit le faisceau de plans oscu- 
lant A I . 

On doit observer, enfin, qu'à tout plan coupant la courbe /' en 
n points correspond un plan qui coupe la courbe k^ aux n points 
correspondants, et que si n tangentes à A", ou n plans osculateurs 
de A, passent par un point, n tangentes ou n plans osculateurs de /« 
passent respectivement par le point correspondant. 

Aux points à Tinfini de A^ correspondent d'ailleurs, en général, 
des points propres de Ati, car c'est seulement dans des cas parti- 
culiers que le plan à l'infini de l'un des espaces correspond au plan 
à l'infini de l'autre. 

Si la courbe A* se meut suivant une loi donnée et décrit une 
surface 4>, k^ décrit en même temps une surface 4>| qui correspond 
à la première. 

Ces surfaces sont coupées par deux plans sécants correspon- 
dants quelconques suivant deux courbes collinéaires ; et si 4> est 
touchée ou coupée par une droite quelconque en un nombre quel- 
conque de points, 4>| est touchée ou coupée en autant de points 
par la droite correspondante. A tout plan langent à correspond 
aussi un plan tangent à 4>^, etc. 

Toutefois, les surfaces collinéaires peuvent présenter des diffé- 
rences essentielles, eu égard à leurs points à l'infini. Ainsi, Tune 
des surfaces peut être coupée par le plan à l'infini suivant une 
courbe, tandis que l'autre est touchée par le plan à l'infini en un 
point, ou même n'est pas rencontrée par ce plan. Les espaces col- 
linéaires dont les plans à l'infini se correspondent constituent en 
effet un cas particulier, que nous étudierons plus loiu (301). 

297. Si deux espaces sont réciproques, à une courbe gauche A 
de l'un correspond dans l'autre une courbe gauche Ati ; à tout point 
P de A' correspond un plan osculateur tt, de A i ; à toute tangente 
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qui joint deux points de h infiniment voisins, et à tout plan oscu- 
lateur qui joint trois points de h infiniment voisins, correspondent 
respectivement une tangente à Ai, suivant laquelle se coupent 
deux plans osculateurs de la même courbe, infiniment voisins Tun 
de l'autre, et un point de A|, où se coupent trois plans osculateurs 
dans la même condition. A tout plan qui contient n points d'une 
courbe ou n tangentes à cette courbe correspond un point par où 
passent respectivement n plans osculateurs ou n tangentes à la courbe 
correspondante . 

m. — Espaces réciproques par rapport à une surface donnée. 

298. Une surface du second ordre étant donnée, à tout point A 
de l'espace correspond son plan polaire a ; à toute droite passant 
par le point A, sa polaire située dans le plan a ; et à tout plan pas- 
sant par A, son pôle situé dans le même plan a. Les pôles et les 
plans polaires relatifs à la surface donnée constituent donc deux 
espaces réciproques (277). 

IV. — Espaces perspectifs. 

299. Quand deux espaces collinéaires ont un système plan uni, 
S, ils ont aussi une gerbe unie S, et vice versa. 

En effet, deux systèmes plans, a etai, qui se correspondent 
dans les deux espaces collinéaires (292), sont eux-mêmes colli- 
néaires. Ils se coupent donc suivant une droite contenue dans 
S, et ont comme éléments unis tous les points de cette droite 
d'intersection ; car tout élément de S coïncide avec son corres- 
pondant. Les deux systèmes plans a et ai sont, par conséquent, 
perspectifs (244) et sections d'une même gerbe S. Puisque, d'ail- 
leurs, tout élément de S, rayon ou plan, contient en même temps 
un élément de S, qui se correspond à lui-même, et deux éléments 
correspondants de a et de «i, il est clair que tout élément de S 
doit se correspondre à lui-même, et que les deux espaces consi- 
dérés ont la gerbe S unie. 

Deux points correspondants quelconques des deux espaces sont 
situés sur une même droite passant par le point S ; deux droites 

i6. 
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homologues sont avec S dans un même plan et se coupent^ en 
outre, en un point de S. 

Dans deux espaces collinéaires qui ont une gerbe S unie, deux 
gerbes homologues , A et A| , sont perspectives. 

En effet, le rayon AA|, qui passe par S, et tous les plans du 
faisceau AA|, sont des éléments unis des deux gerbes collinéaires: 
ces gerbes sont donc des projections du système plan Z. Tout 
élément de S, correspondant à lui-même, est coupé suivant un 
élément de Z par deux éléments correspondants des gerbes A, A,. 
Conséquemment , tous les éléments de S coïncident avec leurs 
correspondants. 

Deux espaces collinéaires qui ont comme éléments unis une 
gerbe S et un sjstème plan 2 sont dits perspectifs. 

Le point S, qui est sur une même droite avec deux points homo- 
logues et dans un même plan avec deux droites homologues des 
espaces, est nommé centre de collinéation. Le plan 2, sur lequel 
se coupent deux riayons ou deux plans homologues est le plan de 
collinéation des espaces. 

300. Pour construire deux espaces perspectifs, il suffît de 
prendre arbitrairement le plan 'L et le centre S de collinéation, 
et d'assigner, comme correspondant l'un à l'autre, deux points, 
A ef A| , situés sur un même rayon de S et en dehors de 2. 

Soient B, C, D trois points de 2, tels qu'aucune de leurs trois 
droites de jonction ne coupe la droite SAA| ; les espaces peuvent 
alors être rapportés collinéairement entre eux (294) de telle sorte 
qu'aux cinq points A, B, C, D, S de l'un correspondent respecti- 
vement les cinq points A,, B, C, D, S de l'autre. Les rayons SAA,, 
SB, se, SD, et, par conséquent, tous les éléments de la gerbe S 
correspondent à eux-mêmes. Le plan BCD ou 2 correspond pa- 
reillement à lui-môme, et il en est ainsi de tout élément de ce plan ; 
car (242), outre les points B, G, D, un quatrième point de 2*, 
situé sur SAA,, correspond à lui-même. 

On peut très-facilement, dans les espaces perspectifs, construire 
la forme qui correspond à une fol*me donnée, en appliquant la 
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méthode précédemment indiquée pour les systèmes perspectifs si- 
tués dans un plan (248). 

Le plan de collinéation peut se trouver à Tinfini, et, dans ce cas 
particulier, deux droites ou deux plans homologues sont parallèles. 
On dit alors que les systèmes perspectifs sont semblables. Ces 
systèmes semblables sont rendus familiers par Tétude de la Stéréo- 
métrie. Nous ajouterons seulement qu'ils sont placés en position 
perspective quand les droites de jonction de deux points homo- 
logues quelconques se coupent en un point déterminé, qui est le 
centre de collinéation, et quand les rayons ou les plans homologues 
sont parallèles entre eux. 
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APPENDICE AU CHAPITRE XVni. 

neUBES SOLIDES ALLIÉES, SEMBLABLES, COmBUEHTES 

ET STHÉTBiaUES (<}. 



I. — Espaces alliés. 

301. Deux espaces (à trois dimensions] collinéaires, I,etZi, sont dits 
allies quand leurs plans à Tinfini sont correspondants. 

Deux systèmes plans, qui se correspondent dans deux espaces alliés, 
sont aussi alliés, car à toute droite à l'infini de Tun des espaces corres- 
pond une droite à l'infini de l'autre. Pareillement, deux ponctuelles qui se 
correspondent dans deux espaces alliés sont projectives semblables. 

A tout parallélogramme de 2 correspond un parallélogramme dans 2^,, 
à tout parallélépipède un parallélépipède. 

302. Pour construire deux espaces alliés y il suffit de prendre arbitraire^ 
ment un tétraèdre propre dans chacun d'eux et de faire correspondre d'une 
manière quelconque les sommets cfes deux tétraèdres. 

En effet, les quatre faces de l'un des tétraèdres correspondant aux quatre 
faces de l'autre, et les plans à l'infini des deux espaces devant, en outre, 
se correspondre, il s'ensuit (293) que, pour tout élément de l'un des es- 
paces, l'élément correspondant de l'autre est déterminé. 

IL — Relations métriqaes. 

303. Nous appelons solide une portion limitée de l'espace. 

Dans deux systèmes alliés, à trois dimensions, les volumes de deux so- 
lides correspondants sont en rapport constant. 



^') Voir, en particulier : Staudis Géométrie der Loge, Nûrnberg, 1847, p. 71. — 
Ppapp, Neuere Géométrie. Erlangen, i865, I Theil, § 5. — Retb, Die Géométrie der 
Loge. Hannover, 1868, p. 5 1-57. — Staudigl, Lehrbuch der neueren Géométrie. Wien, 
1870, p. 332-338. 
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Soient P, Q deux parallélépipèdes quelconques dans 2, et Pi, Qi les pa- 
rallélépipèdes respectivement correspondants dans 2|. Soit, dans 2, un troi- 
sième parallélépipède R, compris entre deux faces parallèles de P et entre 
deux faces parallèles de Q, et soit Ri le parallélépipède correspondant à R 
dans 3i. Les parallélépipèdes P et R, compris entre deux mêmes plans pa- 
rallèles, ont des hauteurs égales et sont entre eux comme leurs bases. Il en 
est de même des parallélépipèdes Pi et Rj. Mais les bases de P et de R sont 
entre elles comme ceUes de Pi et de Rj, puisque ces bases sont contenues 
«ians les systèmes plans alliés (253» 301]. Donc 



P • R — Pi I Ri . 



On a, pour la même raison. 



d'où 



R:Q=:Ri :Qi, 

P:Q = Pi :Qi. 



Fiç. 73. 




Cette dernière proportion démontre le théorème pour le cas des parallélépi- 
pèdes correspondants. 

Par tout sommet A [fig, 78) d'un parallélépipède passent trois arêtes 
qui unissent ce sommet à trois autres, B, C, D. Le 
plan diagonal BCD sépare du parallélépipède un té- 
traèdre ABCD qui en est la sixième partie. 

Détachons deux de ces tétraèdres, l'un de P, l'autre 
de Q; nous pouvons les considérer comme pris d'une 
manière quelconque dans le système 2, puisque P 
et Q ont été choisis arbitrairement. Les tétraèdres 
correspondants dans 2i sont des portions de Pi et de 
Qi situées de la même manière ; et puisque 

6* 6"" 6 • 6' 

nous ayons démontré que deux tétraèdres quelconques flu système 2 sont 
entre eux comme les deux tétraèdres correspondants de^^. 

Le théorème s'étend aux solides limités d'une manière quelconque par des 
plans, car ces solides peuvent toujours être décomposés en tétraèdres. 

Il s'étend aussi aux solides limités par des surfaces courbes, puisqu'il 
est vrai pour tous les solides à faces planes qu'on peut inscrire ou circon- 
scrire aux premiers. 

Quand le rapport de deux solides correspondants est égal à l'unité, les 
espaces alliés sont dits éqtitpalents. Deux systèmes plans correspondants. 



248 GÉOMÉTRIE DE POSITION. — APPENDICE AU CHAPITRE XVUI. 

dans deux systèmes solides équivalents, ne sont pas, en général, équiva- 
lents, mais seulement alliés* 

m. — Surfaces alliées. 

304. Quand deux surfaces sont alliées, à tout point à l'infini de Tune doit 
correspondre un point à Tinfini de l'autre. U suit de là que les deux surfaces 
n'ont aucun point commun avec le plan à l'infini, ou que chacune d'elles 
est touchée en un point par ce plan, ou enfin que chacune d'elles est coupée 
par le plan à Tinfini suivant une courbe h l'infini. 

On sait d'ailleurs (296) qu'une surface rectiligne ne peut être rap- 
portée collinéairement qu'à une surface rectiligne. 

Il résulte de ces deux conditions qu'on ne peut allier entre elles que des 
sur/aces du second ordre de la même espèce : par exemple, deux ellipsoïdes, 
deux hyperboloîdes à une nappe, deux paraboloides elliptiques, et ainsi de 
suite. 

A toute série de cordes parallèles d'une surface correspond une série de 
cordes parallèles dans la surface alliée ; au point milieu d'une corde correspond 
le poiut milieu de la corde correspondante. On a donc ce théorème : 

Dans deux surfaces alliées du second ordre, tout plan diamétral a pour 
correspondant un plan diamétral, tout couple de diamètres conjugués un 
couple de diamètres conjugués. ♦ 

305. Pour allier deux paraboloides elliptiques, ou deux paraboloides 
hyperboliques, n et IIi, on prend sur chacun d'eux une courbe du second 
ordre qui ne passe pas par le point à V infini du paraboloïde dans lequel elle 
est contenue et qui, par conséquent, ne soit pas une parabole; on allie les 
deux courbes entre elles, et cette condition suffit pour qu'à chaque point 
de n corresponde un point deU.^, 

Soient A, B, C trois points de l'une des courbes, A-, et D le pôle de son 
plan par rapport à la surface II; soient, en outre, Ai, B}, Ci les points 
correspondants de l'autre courbe, Aj, et Dj le pôle de son plan par rapport 
à lli. Les espaces dans lesquels se trouvent les paraboloides sont alors 
allies, de telle sorte qu'aux sommets du tétraèdre ABCD correspondent res- 
pectivement les sommets du tétraèdre A|BiCiDi* 

Mais les systèmes plans ABC, AiBiCi sont eux-mêmes alliés; dès lors, la 
courbe k a pour correspondante la courbe Aj, et les cônes tangents aux 
surfaces n et IIi, au moyen desquels les courbes A* et A| sont respective- 
ment projetées de D et de D^, se correspondent entre eux. Les diamètres 
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detdi des snrfiKes n et Oi, qui joignent respectÎTement les points D et D| 
aux centres de it et de it|, se correspondent aossi. Enfin, à toute paralM^ 
située sur n, coupée par k en deux points K, L et contenue dams un plan 
passant par d^ correspond, dans le sec<Mid espace, une parabole coupée 
par ^1 aux points Ki, L| et contenue dans un plan passant par </,. Cette 
seconde parabole se trouTe précisément sur la surface n,, car elle a en com- 
mun, avec une courbe plane de cette surface, sa tangente à Tinfini, plus 
les points K| et L,, plus encore les tangentes Di R| et Di Lf qui corres- 
pondent aux tangentes DK. et DL de la première parabole. Or, tout point 
de n se trouve sur une parabole disposée comme il vient d^ètre dit et a, 
par conséquoit, pour correspondant un point de rii. Les surfaces n et IIi 
se correspondent donc entre elles. 

306. Si les paraboloîdes n et rii sont elliptiques, les segments détachés 
par les plans des ellipses k eik^ sont entre eux comme les cônes 'Dk^ D|it|. 
Mais les ellipses k et k^ sont prises arbitrairement sur 
les deux snriiKes. Donc : v* i • 

Tomi segment d'un paraholoîde elliptique est en 
rapport constamt aeec le e '.me circonscrit au paraholoîde , 
swpant la hase du segment. 

Pour déterminer ce rapport constant, on peut choi- 
sir le cas très-simple où le paraboloîde est engendré 
par la rotation d*une parabole AOB \^fig. 74 ) autour 
de l'axe OF, la base AB du segment étant perpendicu- 
laire à l'axe et passant par le foyer F de la parabole. 
Le sommet D du cône circonscrit est alors un point de b directrice de la 
parabole et l'angle ADB est droit. On prend les s^ments OP, OPi, ^ux 
et opposés; on mène PMQ, Pi Qi et OC perpendiculaires à DF, et Ion a 

MP*=MF* — PF\ 
Hais 

MF = DP = DO H- OP, PF = OF — OP; 
donc 

MP' = dp' — Pf'= (DP -h PF) (DP — PF) =::DF.20P = 4DO.OP. 

On a ensuite 

PQ = DP=i DO -^ OP. P,Q, = DP, = DO — OP, 

d'où _ ^ __^ 

PQ*_PjQ/ =MP*. 
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On voit par là que, si la figure DAF tourne autour de DF, le cercle dé- 
crit par MP est égal à la différence des cercles décrits par PQ, PiQf. Ainsi, 
le solide engendré par la portion de parabole OAF est égal à la différence 
des solides engendrés par le trapèze OCAF et par le triangle DCO, c'est-à- 
dire égal à la différence entre le solide engendré par le triangle DAF et le 
double du solide engendré par le triangle DCO. Le premier de ces deux so- 
lides est égal à huit fois le second, car sa hauteur est double, et l'nire de 
sa base quadruple; donc le segment parabolique engendré par la figure 
OAF est I — 2 . j = I du cône engendré par le triangle DAF. Donc : 

Le volume d'un segment de paraboloïde elliptique est égal aux trois 
quarts du volume du cône circonscrit au paraboloïde suivant la base du 
segment, 

307. Pour allier deux ellipsoïdes 6, 6|, // suffit d'allier entre elles les 
ellipses k, Aj suivant lesquelles ils sont respectivement coupés par deux plans 
diamétraux pris arbitrairement, et d'assigner, en outre, comme correspon- 
dants, le point D, ou la surface est touchée par un plan parallèle au 
plan de A, et le point Dj, oii la surface Oj est touchée par un plan paral- 
lèle au plan de k^. 

Cela revient à allier les deux espaces ou systèmes solides dans lesquels 
se trouvent les ellipsoïdes donnés, de telle manière qu'à l'ellipse k corresr 
ponde l'ellipse k^ et au |>ointD le point Dp 

Les centres M, Mi des ellipses k et k^, qui sont aussi les centres des 
ellipsoïdes B et Bj, se correspondent alors; et l'ellipse qui résulte de la 
section de B par un plan du faisceau MD et qui coupe k en K et L, 
a pour correspondante, dans le second système, une ellipse qui coupe Ai 
aux ]X)intsKi, Lj, et qui est située dans un plan passant par MiD^. Cette 
seconde ellipse est sur Tellipsoïde Bj, car elle a en commun, avec une sec- 
tion plane de cet ellipsoïde, les points Di, Ki, Li et les tangentes en K| et 
en Lj. Ces tangentes, en effet, sont parallèles au diamètre MiDj, parce que 
les tangentes correspondantes en K et L sont parallèles à IVfD, et parce que 
les diamètres M^ Di et MD sont respectivement conjugués aux plans diamé- 
traux A| et A-. 

Pour alliai* les ellipses A: et Ar^, il sufHt de prendre comme correspondants 
deux diamètres conjugués de Tune et deux diamètres conjugués de l'autre; 
conséquemment : 

Pour allier deux ellipsoïdes, il suffit d'assigner comme corfespondmnts 
deux ternes de diamètres conjugués. 
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308. De là résulte immédiatement ce théorème : 

Tous les parallélépipèdes dont les faces touchent un ellipsoïde aux ex- 
trémités de trois diamètres conjugués sont équivcdents. 

En efTet, si l'on considère l'ellipsoïde comme allié à nne sphère de rayon /*, 
on voit que le volume du parallélépipède est au volume Y de Tellipsoldc 
comme le volume Sr* d'un cube circonscrit à la sphère est au volume 
•jirr* de la sphère elle-même. 

Soient a, 6, c les trois demi-axes de l'ellipsoïde; iahc sera le volume du 
parallélépipède circonscrit dont les faces sont parallèles aux plans de symé- 
trie, et l'on aura 

%abc:\ = S:\i:', 
d'où 

y = \T:abc. 

La sphère étant divisée en huit parties équivalentes par trois plans dia- 
métraux conjugués, il en est de même de l'ellipsoide. 

309. Pour allier deux hyperbololdes simples, ou deux hyperbololdcs à 
deux nappes, il suffit de prendre comme points correspondants les centres 
des deux surfaces et d'allier les courbes A-, Xj, suivant lesquelles les concs 
iisymplotes sont coupés par deux plans respectivement tangents aux sur- 
faces données. Les points de contact de ces plans sont les centres des coniques 
A-, Ati (136] ; ils doivent donc être correspondants. 



IV. ~ Systèmes solides semblables. 

310. Deux systèmes solides collinéaires, ^, 2|, sont dits semblables 
quand un angle quelconque de 2 est égal à l'angle correspondant de 2i. Il 
suit de là que deux figures planes qui se correspondent dans les deux 
systèmes sont semblables. Dans cette condition, les deux systèmes solides 
sont alliés, car à toute droite à l'infini de 2 correspond une droite à Tin- 
fini dans 3|. Le rapport de deux segments correspondants est constant. 

Si les deux systèmes semblables 2 et ^i sont placés de telle manière que 
trois droites de 2, non parallèles entre elles, soient respectivement paral- 
lèles aux droites correspondantes de ^i, deux autres droites correspon- 
dantes quelconques seront aussi parallèles ; tout point à l'infini sera son 
propre correspondant et les systèmes seront perspectifs. Deux ]>oints 
correspondants quelconques seront alors alignés avec un centre fixe de 
collinéation. 
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V. — Systèmes congraenU et symétriqaes. 

311. Lorsque, dans deux systèmes solides semblables, le rapport de 
deux segments correspondants est égal à l'unitc , les systèmes sont ou con- 
gruentSy ou symétriques. 

En effet, si Ton place les deux systèmes dans une position telle qu'ils 
aient une gerbe de rayons unie, ou bien chaque point coïncidera avec 
son propre correspondant, ou bien le segment compris entre deux points 
correspondants sera toujours divisé en deux parties égales par le centre de 
la gerbe. 

Dans le premier cas, les systèmes sont congruents; dans le second, ils 
sont symétriques. C'est ainsi, par exemple, qu'une surface du second ordre 
est divisée en deux moitiés symétriques par un plan diamétral. 
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CHAPITRE XIX. 

8T8TtHB8 BÉiaPBOaUES 8UPEBP08É8. 8T8TÊHE8 P0LAIBE8 BAI8 IS FLAI 

ET DAH8 L'ESPACE. ST8T£HE8 FOCAUX. 



MObics, Uher eine besondere Art dualer Verhàltnisse zwisehen Fignren im Baumr. 
Berlin, i833 (Journal de Crelle, 10 Bd., p. 3 17-341). — Môbics, Lehrbuch der Sta- 
tik. Leipzig, I Bd., 1887, § 86. — Stacdt, Géométrie der Loge, Mûrnberg, i847t %% 18- 
24. — Stacdt, Beitràge zur Géométrie der Loge, Nûmberg, 1860, %h, — Rbte, Die 
Géométrie der Loge. HanDOTcr, 1868, p. 57-68. — Stacdigl, Lehrbuch der neueren 
Géométrie. Wien, 1870, 111 u. V. Abschn. 



I. — Systèmes plans réciproques superposés. 

312. Quand on superpose deux systèmes plans réciproques, X 
et £|, tous les points de leur plan commun peuvent être consi- 
dérés comme appartenant aussi bien à li qu^à £« . A chacun de ces 
points correspondent donc deux rayons, Tun dans S, l'autre dans 
S|. Pareillement, à chaque droite du plan correspondent deux 
points, puisque chaque droite peut être attribuée à Tun ou à Tautro 
des deux systèmes réciproques. 

Il convient donc de modifier le mode de notation suivi jusqu^à 
ce moment, et de désigner chaque élément du plan par deux 
lettres. En désignant, par exemple, un seul et même point par AB|, 
on exprimera qu'au point A du système 2 correspond un rayon a^ 
du système 2| , et qu^au même point, considéré comme apparte- 
nant à S| et désigné par B|, correspond un rayon b de Z. 

313. Deux systèmes plans ainsi disposés donnent lieu à des re- 
cherches analogues à celles qui nous ont précédemment permis de 
vérifier si deux ponctuelles projcctivcs superposées ont des points 
unis (^), de déterminer le nombre de ces points, et de formuler 
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les conditions requises pour que les ponctuelles soient en involix-. 
tion (179). 

Quand un point ( AB, ) est sur l'un [a^) des deux rayons qui 
lui correspondent y il est aussi sur Vautre (i). 

En eflet, au point B| de la ponctuelle a, correspond, dansZ, 
diaprés la définition de la réciprocité (225), le rayon b du fais- 
ceau A. 

Pareillement, une droite pq^ ne pa^se par aucun des deux points 
Pi et Q qui lui correspondent, ou bien elle passe par chacun de 
ces deux points. 

Si nous projetons les systèmes réciproques 2 et 2| de deux 
points quelconques, S et S,, les gerbes projetantes sont elles- 
mêmes réciproques ; elles engendrent donc une surface du second 
ordre (263). Tout point du plan, situé sur les droites qui lui cor- 
respondent, appartient à cette surface ; car un rayon de la gerbe S 
est coupé en ce point par le plan correspondant de la gerbe Sj. 
f^ice versa, tout point commun au plan des systèmes et à la surface 
du second ordre est situé sur les deux droites qui lui correspon- 
dent dans Yé et dans S|. 

Gela posé, selon que le plan et la surface contiennent en com- 
mun une courbe du second ordre, ou deux droites, ou une seule 
droite, ou un point unique, ou enfin qu'il n'existe aucun point 
commun à la surface et au plan, on a Tun des cas suivants : 

Quand deux systèmes réciproques reposent sur le même plan : 

i^ Tous les points de ce plan situés sur les droites qui leur cor- 

respondent jorment une courbe du second ordre, ou un système 

de deux droites, ou une droite, ou bien il n'y a qu'un seul point 

dans cette condition, ou bien enfin il n'en existe aucun; 

2? Toutes les droites du plan passant par les points qui leur 

correspondent forment un faisceau de rayons du second ordre, 

ou un sjslème de deux faisceaux du premier ordre, ou un seul 

faisceau du premier ordre, ou bien il ny a qu'une seule droite 

dans cette condition, ou bien enfin il n'en existe aucune. 

Les formes de rayons (2^) correspondent aux formes de points 
( i*^) et leur sont doublement perspectives. 
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Parmi les divers cas énumérés dans la proposition, le premier et 
le dernier présentent seuls un véritable caractère de généralité. Il 
arrive, en effet, presque toujours, ou bien que la surface du second 
ordre et le plan des systèmes n'ont aucun point commun, ou bien 
qu'ils ont une courbe du second ordre commune. Lorsque le plan 
contient deux droites, ou une seule droite, ou un seul point de la 
surface, il est tangent à celle-ci et se trouve dès lors dans une po- 
sition tout à fait particulière. Nous vérifierons (315) que ces cas 
d'exception ne se présentent jamais dans les systèmes réciproques 
en involution. 



n. — Systèmes plans réciprcqaes superposés en involution. 

314. Deuji systèmes plans réciproques superposés sont dits en 
ini^olution lorsqu'à chaque point du plan correspondent deux 
droites qui coïncident, c est-à-dire lorsqu'une même droite cor- 
respond doublement à chaque point, 

La possibilité d'une telle relation résulte de la proposition sui- 
vante : 

Deux systèmes plans réciproques, 2 e^ 2| , sont en involution 
quand aux sommets A, B, G [fi g* 75) d'un triangle de 2 corres- 
pondent les côtés opposés ai, i|, C|, du même triangle danslL^. 

Il résulte immédiatement de cette ^^»c- 7^- 

condition que les sommets du triangle 
correspondent doublement aux côtés 
opposés. Désignons, en effet, par A| 
le point d'intersection de b\ et de c^ 
dans £| . A ce point, qui coïncide avec 
A de 21, correspond dans 2 (225) le 
côté a, qui joint les sommets B et G 

du triangle, et qui coïncide avec la droite a^ de 2| ; aux points B| 
et G, de 2|, qui sont les intersections des couples de côtés c,, a^ 
et «1, i|, et qui coïncident respectivement avec les points B et G 
de 2, correspondent pareillement, dans 2, les côtés opposés, h et 
c, qui joignent les couples de sommets G, A et A, B, et qui coïn- 
cident respectivement avec les côtés b^ et C| de 2|. 
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Au faisceau de rayons AA| correspond donc doublement la 
ponctuelle ai a, et au rayon bb^ du faisceau correspond double- 
ment le point B| B de la ponctuelle. Le faisceau et la ponctuelle 
sont par conséquent en învolution (188). 

A un rayon quelconque du faisceau AA| correspond double- 
ment un point de la ponctuelle a^ a, et pareillement, à tout rayon 
des faisceaux BB| et CC{, correspond doublement un point des 
ponctuelles respectives i| b et C| c. 

Considérons maintenant, dans le plan, un rayon quelconque/;! 
ou p. Ce rayon coupe les côtés du triangle en trois points auxquels 
correspondent doublement trois rayons des faisceaux AA|, BB, 
et CC|. Au rayon pip doit donc correspondre doublement le 
point PP, , où concourent ces trois rayons ; en d'autres termes, les 
systèmes réciproques sont en involution. 

III. — Système plan polaire. 

315. On peut considérer deux systèmes plans en involution 
comme un système unique, dans lequel chaque point est coor- 
donné ( ' ) à une droite et chaque ponctuelle à un faisceau de 
rayons en involution avec elle. On donne à ce système le nom de 
système plan polaire. 

Lorsque, dans un système plan polaire, un point appartient 
au rayon qui lui est coordonné, ou lorsqu'un rayon passe par le 
point qui lui est coordonné, la même condition est remplie par 
une infinité d'autres points, ou d'autres rayons : le lieu des 
points est une courbe du second ordre, et le lieu des rayons coor- 
donnés un faisceau du second ordre enveloppant la courbe. 

Soit A fjig, 76) un point du système polaire, situé sur la droite 
a qui lui est coordonnée. Tout autre point B de la droite a doit se 
trouver en dehors de la droite b qui lui est coordonnée, caria 
droite b passe par A (225), et ne peut coïncider avec a. La ponc- 



(*) Pour éviter toute confusion entre les relations qui résultent des propriétés in- 
volutoires et celles qui se fondent sur les propriétés polaires, dont il sera quesUoo 
au paragraphe suivant, nous avons réservé à ces dernières le terme précédemment 
employé (183), traduisant ici par le mot coordonné le zugrordnct des Allemands. 



Fig. :G. 
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.uelle b étant d*ailleurs en involution avec le faisceau B de rayons, 
ît, par conséquent, avec une section du faisceau B, celte ponc- 
uelle contient, outre le point A, un second point C, situé sur la 
iroite qui lui est coordonnée (185). Le système plan polaire ne 
3eut donc contenir un point dans les conditions de A., sans en 
contenir une infinité d^autres. 

Si tous ces points se trouvaient sur une même droite, un rayon 
quelconque, contenant Tun d'eux A, n'en 
pourrait pas contenir un second C. Si 
ces mêmes points étaient distribués sur 
deux droites, à un point quelconque A 
de l'une serait coordonné un rayon a 
passant par A et coupant l'autre droite 
en un nouveau point du lieu. Mais il 
n'existe qu'un seul point tel que A sur ^ 
chacun des rayons coordonnés a. Le lieu 
des points A est donc une courbe du 
second ordre (313). Les rayons coor- 
donnés à ces points sont, d'ailleurs, tangents ù la courbe, puisqu<' 
chacun de ces rayons ne contient qu'un seul des points dont la 
courbe est formée. 

On donne à cette courbe le nom de directrice du système plan 
polaire, et l'on nomme respectivement points de la directrice et 
tangentes à la directrice les points et les droites du système po- 
laire qui satisfont à la relation que nous venons d'établir. 




IV. — Triangle polaire. 



316. Les propriétés relatives à la polarité des courbes du se- 
cond ordre pourraient être déduites de la proposition précédente. 

La même proposition conduit d'ailleurs à reconnaître la possi- 
bilité de systèmes polaires sans directrices. Nous étendrons à ces 
systèmes les dénominations que nous avons adoptées à l'occasion 
des recherches sur la polarité des courbes du second ordre, et nous 
dirons que deux points d'un système polaire sont réciproques ou 
conjugués, lorsque chacun d'eux est situé sur la polaire de l'autre : 
que deux rayons sont réciproques ou conjugués, lorsque chacun 
d'eux passe par le pôle de l'autre. Nous nommerons, enfin, triangle 

'7 
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polaire tout triangle du système dont les sommets sont les pôles 
des côtés opposés, c'est-à-dire tout triangle dans lequel les som- 
mets et les pôles sont conjugués deux à deux. 

317. Un sjstème plan polaire contient une infinité de triangles 
polaires. 

Pour construire un triangle polaire, on prend sur une droite 

quelconque a {fig- 77)? qui 
^^G' 77' ne passe pas par son pôle A, 

un point quelconque B, non 
situé sur sa polaire i, et Ton 
détermine Tintersection C 
des droites a et b. Le point C 
étant le pôle de AB, le trian- 
gle ABC est un triangle po- 
laire. 

318. On détermine un système plan polaire en prenant, dans 
un plan, un triangle quelconque ABC comme triangle polaire, et 
en coordonnant à un point quelconque P {fig» 77), qui nest situé 
sur aucun des côtés du triangle, une droite />, qui ne passe par 
aucun des sommets. 

Les deux systèmes superposés qui doivent composer le système 
plan polaire sont ainsi rapportés réciproquement entre eux, de 
telle sorte qu'aux quatre points A, B, C, P de l'un correspondent 
respectivement les droites BG, GA, AB, p de l'autre. Ges deux 
systèmes sont donc en involution (314), ce qui est précisément 
la condition requise (315). 

319. Quand un sjstème polaire a une directrice, chacun des 
triangles polaires ABG a l'un de ses sommets à l'intérieur de 
cette courbe, et les deux autres à l'extérieur. 

Si le sommet A est à l'intérieur de la directrice, tous les points 
de sa polaire BG sont à l'extérieur; si A est, au contraire, à l'exté- 
rieur de la courbe, celle-ci est coupée par la polaire BG, et deux 
points conjugués de cette polaire, tels que B et G, sont dès lors 



BELATIONS ENTRR LES FORMES SIMPLES QUI SE CORRESPONDENT, ETC. 259 

harmonîquement séparés par la courbe, en sorte que Kun de ces 
points est à rinlérieur de la courbe et l'autre à l'extérieur. 

Pour décider si un système polaire donné possède ou ne possède 
pas une directrice, il suffit de rechercher si deux des côtés d'un 
triangle polaire quelconque contiennent ou ne contiennent pas 
des points doubles; c'est-à-dire si les ponctuelles qui reposent sur 
ces côtés sont en involution concordante ou opposée (185). La 
détermination de la directrice du système polaire donne donc lieu 
à un problème du second degré, qu'on résout facilement en appli- 
quant la construction relative à la recherche des points doubles 
dans une ponctuelle en involution. 



V. — Système polaire dans la gerbe. Trièdre polaire. 

320. Si l'on projette un système plan polaire S d'un point S 
quelconque, situé hors de 2, on obtient un système polaire dans la 
fferbe. A tout rayon de la gerbe S est coordonné un plan de celle- 
ci, et 'vice versa. Si le système plan a une directrice, cette courbe 
est projetée au moyen d'une surface conique du second ordre qui 
prend le nom de directrice du système polaire dans la gerbe. 

Deux rayons de la gerbe sont conjugués, dans ce système, lors- 
que chacun d'eux est situé dans le plan qui correspond à l'autre. 
Deux plans sont conjugués lorsque chacun d'eux contient le 
rayon qui correspond ù l'autre. 

Un trièdre appartenant à un système polaire dans la gerbe est 
dit trièdre polaire lorsque chacune de ses arêtes correspond à la 
face opposée. 



?I. — Relations entre les formes simples qni se correspondent dans les 
formes fondamentales de la seconde espèce en involution. 

321. Deux formes fondamentales simples quelconques , qui se 
correspondent dans deux j ormes fondamentales de la seconde 
espèce en involution, sont elles-mêmes en involution. 

Nous nous bornerons à étudier le cas du système plan polaire, au- 
quel tous les autres cas peuvent être facilement ramenés. 

I " 



?f>» 
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Stjiont Z et Z, les svstèmes plans qui constituent un sj»tèmf 
polaire, el <oil A /î^. ^j ; un point quelconque de Z, noo situé 
>ur sa polairt* a^. Si D est un point quelconque de ai, (/« si 
polaire passant |>ar A, le point D,, intersection de a, et de di, 
sera lo pôle de la droite .\D, que nous désignerons par J*. 
Tous les points D forment sur ai une ponctuelle Uy projectiveaa 
faisceau de ra\on> S, composé de toutes les droites d^ (228); b 
ponctuelle u sera donc aussi projective à la ponctuelle Ui résol- 
lant de Tintersection de S, avec a|, c'est-à-dire formée de tous 
les points D,. 

Le point D. considéré comme élément, soit de u, soit dett|, 
avant pour correspondant le point D|, u et ii| sont en involulion, 
et il en est de même, par conséquent, de la ponctuelle u et du 
faisceau S|. 

Les couples de points D, D, de la droite a^ et les couples de 
droites r/, . d\ du faisceau A étant respectivement conjugués^ el. 
d*aulre part, les systèmes polaires dans les gerbes donnant iieu 
à des relations analogues, nous pouvons énoncer la double pro- 
position suivante : 



Dfins tout système polaire ptan, 
les couples de points conjugués si" 
tues sur une même droite forment 
une ponctuelle en ini'olution, et les 
roupies (le droites conjuguées passant 
par un même point forment un fais- 
ceau de raj'ons en involution. 



Dans tout système polaire de la 
gerbe, les couples de plans conja^m 
passant par une même droite for- 
ment un faisceau de plans en itm- 
j lution, et les couples de rayons con- 
jugués situés dans un même pion 
forment un faisceau de rayons en 
im-olution. 



VU. — Recherches analogues pour les espaces réciproques. 

322. Soient Z el !L| deux espaces réciproques, a un plan quel- 
conque de £, ne passant pas par le point A| qui lui correspond 
dans 2|. Au système plan a de Z correspond alors une gerbe A i 
de 2|, réciproque à a. Cette gerbe est coupée, par le plan a, sui- 
vant un second système pian a^ qui est aussi réciproque au premier 
système contenu dans a. Tout point de a, situé sur la droite qui lui 
correspond dans a^ est aussi sur le plan qui lui correspond dans 
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la gerbe A|. On sait (313) que des points de cette sorte existent 
généralement dans ay et forment une courbe du second ordre qui 
peut, dans certains cas, se trouver réduite à deux droites, à une 
droite ou à un seul point. 

Soit, d'autre part, ^ un plan de S passant par le point B, qui 
lui correspond dans 2, . Considérons ce même plan comme appar- 
tenant à Si et désignons-le par y, ; il a pour correspondant dans S 
lin point C qui doit se trouver sur jS, puisque yi passe par Bf . Au 
faisceau de rayons G, situé sur le plan j3 de E, correspond, sur 
e plan y^ de S i, un faisceau de rayons qui est projectifàC et 
jui a pour centre le point B|. Les faisceaux de rayons G et B, 
engendrent donc une courbe du second ordre, qui peut, en certains 
i^as, se réduire à deux droites. Les points de celte courbe sont 
respectivement situés sur les plans de l'espace réciproque qui leur 
correspondent. Soit, en effet, P le point où un rayon quelconque p 
du faisceau G est coupé par le rayon correspondant pt du plan yi ; 
à ce point P du rayon p correspond, dans le système Z{ , un plan tti 
qui contient le rayon p^ et qui passe dès lors par le point P. 

On a ainsi démontré que le lieu géométrique des points consi- 
dérés et un plan quelconque, « ou (3, contenant une partie de ces 
points, ont en commun une courbe du second ordre, ou deux 
droites, ou une droite, ou un seul point; c'est là une propriété 
caractéristique de la surface du second ordre. Gonséquemment : 

T'eus les points de l'espace situés sur les plans qui leur corres^ 
pondent dans deux espaces réciproques appartiennent à une sur- 
face du second ordre. 

On vérifierait d'une manière analogue que : 

Tous les plans passant par les points qui leur correspondent 
dans deux espaces réciproques forment une gerbe de plans du 
second ordre. 

La gerbe de plans du second ordre correspond, dans chacun des 
espaces réciproques, à la surface du second ordre considérée dans 
la première partie de la proposition. 

Il est d'ailleurs possible ç\vCaucun point de l'espace ne soit situé 
sur les plans qui lui correspondent. 
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VIII. — Espaces réciproques en involntion. 

323. Deux espaces réciproques , S et Ej, sont en involntion 
lorsqu'aux sommets A, B, C, D d'un tétraèdre de 2 correspon- 
dent les faces opposées ai, p,, yi, 0| du même tétraèdre dans'L^. 

Au point d'intersection des plans |3|, y,, 0|, c'est-à-dire au point 
A de 2|, correspond doublement dans Z le plan ABC ou a,; et 
pareillement, à chaque autre sommet du tétraèdre correspond la 
face opposée à ce sommet. Il s'ensuit que le système plan a,, enin- 
volulion avec une section de la gerbe A qui lui est réciproque, est 
aussi en involution avec cette gerbe elle-même. A tout point ou 
rayon de «i (et pareillement de (3,, y, ou ^i) correspond donc 
doublement un plan ou un rayon de A (et respectivement de B, 
C ou D). Par conséquent, à tout plan coupé suivant quatre droites 
par ai, P^y», 5| doit correspondre doublement le point qui est 
projeté de A, B, C, D par les quatre rayons correspondants. 



IX. — Espace polaire. Tétraèdre polaire. 

324. Nous pouvons considérer les espaces en involution 2 et S» 
comme un système unique, dans lequel un plan est coordonné à 
cliaque point et une droite à chaque droite. Ce système se nomme 
un espace polaire. Chaque point est le pôle du plan qui lui est 
coordonné ; chaque droite (ou chaque plan) prend le nom de 
droite (ou plan) polaire du rayon (ou du point) qui lui est coor- 
donné. 

Quand Tespacc polaire contient des points situés sur leurs plans 
polaires, ces points se trouvent sur une surface dite surface direc- 
trice du système polaire. Tout plan passant par son propre poie 
louche la surface directrice en ce pôle même. 

T^cs dénominations dont nous avons fait usage à propos de la 
polarité des surfaces du second ordre sont applicables aux sys- 
tèmes polaires dans l'espace. On désigne en outre sous le nom de 
tétraèdre polaire, dans Tespace polaire, tout tétraèdre dont les 
sommets sont les pôles des faces opposées. 
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Deux points d'un espace polaire sont dits conjugués si l'un 
d'eux, et par conséquent chacun d'eux, est sur le plan polaire de 
l'autre. Deux plans sont pareillements dits conjugués lorsque 
chacun d'eux passe par le pôle de l'autre. 

Un point et une droite sont dits éléments conjugués de l'espace 
polaire si la droite est sur le plan polaire du point, et par consé- 
quent le point sur la polaire de la droite. Un plan et une droite 
sont conjugués si la droite passe par le pôle du plan, et consé- 
quemment le plan par la polaire de la droite. 

Deux droites d'un espace polaire sont conjuguées si l'une d'elles, 
et par conséquent chacune d'elles, coupe la polaire de l'autre. 

325. V espace polaire contient une infinité de systèmes plans 
polaires, de gerbes polaires et de tétraèdres polaires. 

Une gerbe A, dont le centre est en dehors du système plan coor- 
donné a, étant réciproque à ce système et en involution avec lui, le 
plan a est le lieu d'un système polaire dans lequel tout point est 
coordonné à sa droite conjuguée. Le point A est pareillement le 
centre d'une gerbe polaire. Tout triangle polaire du système plan 
polaire est projeté du point A au moyen d'un trièdre polaire de 
la gerbe polaire, et forme avec ce trièdre un tétraèdre polaire de 
l'espace polaire. 

Tout système plan polaire «, qui appartient à l'espace polaire, a 
un centre et des diamètres, dans le cas même où il n'a pas de direc- 
trice. Le centre est conjugué à la droite à l'infini du système po- 
laire a, et tout diamètre est conjugué à un point à l'infini de a. 
Deux diamètres conjugués sont rectangulaires et se nomment 
axes du système polaire a. Pareillement, les trois rayons conjugués 
de la gerbe polaire A, qui sont perpendiculaires entre eux deux à 
deux, sont appelés axes principaux de la gerbe A, dans le cas 
même où cette gerbe n'a pas de cône directeur. 

326. Un espace polaire est déterminé quand on a pris arbi- 
trairement un tétraèdre ABCD comme tétraèdre polaire, et un 
point quelconque E, qui ne doit être sur aucune des faces de ce 
tétraèdre, comme coordonné à un plan e, qui ne doit passer par 
aucun des sommets. 
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Nous pouvons, en effet, rapporter réciproquement entre eu\ 
deux espaces, de telle sorte qu^aux cinq points A, B, C, D, E cor- 
respondent respectivement les plans BCD, CDA, DAB, ABC 
et e (293). Les deux espaces sont alors en involution et forment 
un système polaire. 

X. — Systèmes focaux. 

327. Quand tout point P d'un espace S est sur le plan tTi (jui 
lui correspond dfins l'espace réciproque Styles espaces S e/ £« sont 
en involution. 

Remarquons d'abord qu^aucune droite g du premier espace ne 
peut être coupée par la droite gi qui lui correspond dans le second, 
car, s'il en était autrement, la ponctuelle g n'aurait que deux de ses 
points sur les plans correspondants du faisceau gt, savoir : le point 
d'intersection ggt et le point correspondant au plan ggt de Z|. 

Cela posé, si à un point quelconque P de 2 correspond un plan 
TTi de S| passant par P, tout rayon g- de P situé dans ce plan doit 
coïncider avec le rayon correspondant g^de ^:^ ; car les deux rayons 
doivent, tout ensemble, être situés dans le plan tTi et ne pas se 
couper. Il s'ensuit que le plan r|, considéré comme plan de 
jonction des rayons g et gi dans Z, doit correspondre au 
point P, considéré comme point d'intersection des mêmes rayons 
dans Z|. 

Puisque à tout point P correspond doublement un plan :r|, les 
espaces réciproques sont en involution et peuvent être considérés 
comme un système unique. Nous donnerons le nom de système 
focal ( * ) à ce système, dans lequel correspondent respectivement: 
à tout point un plan polaire, à toute droite une droite polaire, 
ù tout plan un point comme pôle. 

Dans le système focal, tout plan passe par son pôle ; tout sys- 
tème plan et la gerbe qui lui est coordonnée ont un faisceau de 
rayons uni ; toute droite et sa polaire coïncident quand elles sont 



(*) Otte dénomination de système focal, équivalente au Nulbjrstem de MObics, est 
déduite des travaux de MM. ('.haeles et Mati^deim sur l'étude géométrique du mouve- 
Mjcnt des systèmes invariables : \c fojer du plan {NuUpunkt der Ebene) est le point 
uii concourent tous les axes de moment nul contenus dans le plan, et \e plan focal 
{AtiUebene) est le lieu géométrique de ces axes. 



SYSTÈMES FOCAUX. 265 

situées dans un même plan ; enfin , toute ponctuelle est perspec- 
tive au faisceau de plans qui lui. est coordonné si elle n'a aucun 
point commun avec Taxe de ce faisceau. 

328. Si le point P se meut dans un plan donné a, son plan po- 
laire TTi passe constamment par un point fixe A, qui est le pôle de 
a, et, "vice versa y le lieu des pôles de tous les plans qui passent par 
un point A est un plan ol, polaire de A. 

Si le pôle P parcourt une droite, le plan polaire tTj tourne autour 
d'une autre droite. Deux droites liées par cette condition sont dites 
conjuguées ou réciproques. Chacune d'elles est en même temps le 
lieu des pôles des plans passant par l'autre et l'axe du faisceau des 
plans polaires des points de l'autre. 

A un faisceau de plans parallèles correspond une ponctuelle de 
pôles donl le lieu est une droite de direction déterminée ; en d'autres 
termes, une droite située à distance infinie a pour conjuguée une 
droite dont le point à l'infini est le pôle du plan à Tinfini. Toutes 
les droites parallèles qui passent par ce point à Tinfini corres- 
[)ondent de la sorte à tous les axes à l'infini des faisceaux de plans 
parallèles. 

Nous remarquerons incidemment, en vue des applications ulté- 
rieures, que l'une des droites considérées est perpendiculaire au 
faisceau de plans parallèles correspondant. Quelques auteurs la 
nomment axe central du système. 

On peut, dès lors, donner la forme suivante au résuhat précé- 
demment énoncé : 

Toute droite parallèle à l'axe central d'un système focal a sa 
conjuguée à V infini; tout plan parallèle à l'axe central a son 
pôle à l'infini, 

329. Toute droite coordonnée à elle-même prend le nom de 
rayon directeur du système focal. Tous les rayons du système 
focal qui répondent à cette condition, et qui sont situés dans un 
même plan quelconque tti, forment un faisceau de rayons dont le 
centre est le pôle de ce plan. 

Soient a et a^ deux droites coordonnées quelconques ; la ponc- 
tuelle a est perspective au faisceau de plans a^ qui lui est coor- 
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donnée et, pareillement, la ponctuelle ^i est perspective au faisceau 
(le plans a. Il s^ensuit que : 

Tout rayon coupant deux droites coordonnées a et a^ d'un 
système focal est un rayon directeur de ce système, et, vice versa, 
tout rayon du système focal coupant une droite a est dans un 
même plan avec la polaire a^ de cette droite, 

Conséqucmmenl : 

Dans tout système focal, deux couples de droites coordonnées 
sont des rayons appartenant au même système de génératrices 
d'une surface doublement rectiligne, dont le second système est 
composé des rayons directeurs du système focal. 
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CHAPITRE XX. 



C0UBBE8 GAUCHES ET FAISCEâUX DE PLAIS SU TROISIÉHE OBDBE. 



MoBics, Der b€urjcentrische Calcul, Leipzig, 1817. I Abschn, VII. Cap. — Oiasles, 
Aperçu historique, etc., Bruxelles, 1837. Note XXXIII. — Stacbt, Deitràge zur Géo- 
métrie der Loge, III Heft., Nûrnberg, 1860, §§ 33, 34f /|0. — Pfaff, Neuere Géométrie, 
1 Theil., Erlangen, 1867. % 6. — Rete, Die Géométrie der Loge, Hannorer, 1868, 
p. 68-88. — Stàcoicl, Lehrbuch der neueren Géométrie, "Wicn, i8;o, p. 352>3Gj ('). 



I. — Divers modes de génération des coniques ganches. 

330. Quand deux gerbes collinéaires, S et Si^ ne sont ni con- 
centriques ni perspectii^es, et n'ont ni rayon ni plan uni, le lieu 
des points d'intersection des couples de rayons correspondants 
est une courbe qui ne peut être coupée par un plan quelconque 
en plus de trois points, et qu'on nomme, pour ce motif, courbe 
gauche du troisième ordre ou courbe à double courbure du troi- 
sième ordre. 

Un plan quelconque a, ne passant par aucun des deux centres 
S, S|, coupera les gerbes suivant deux systèmes plans collinéaires 
qui ne seront ni identiques ni perspectifs. En effet, si les deux sys- 



(*) Pour une étude plus approfondie de la question, on pourra consulter aussi : 
Caylet {Journal de Mathématiques, t. X); Chasles {Comptes rendus, etc., 1837); Cre- 
■OMA {Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. LVIII et LX); {Nouvelles 
yinnalet de Mathématiques, a* série, t. I); Qkejzlet {Correspondance mathématique 
de Bruxelles, t. V); ScbrOter {Journal fur die reine, etc., t. LVI); Setdewitz (Archiv 
fur Mathematik und Physih, t. X). 

Nous nous bornons d'ailleurs à citer une partie des principaux travaux publiés sur 
la question jusqu'en 18G8. Voir, pour la bibliographie complète des publications pos- 
térieures à cette époque, le Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik ; Ber- 
lin, année 18G8 et suiv. 
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tèmes plans étaient identiques, les gerbes proposées seraient con- 
centriques, ce qui est contraire à Thypothèse; et, si les deux 
systèmes plans étaient perspectifs, ils auraient comme forme unie 
(246) un faisceau de rayons suivant lequel devraient se couper 
deux faisceaux de plans correspondants perspectifs de S et de Si ; 
en d'autres termes, les deux gerbes auraient un plan uni, ce qui 
est encore contre Thypothèse. Les deux systèmes plans situés sur a 
ont dès lors (242) un point uni au moins, trois au plus ; et, puisque 
deux rayons correspondants de S et de Si se coupent en chacun 
de ces points, la propriété énoncée se trouve vérifiée pour tout 
plan ne passant pas par S ou par S|. 

Si le plan a contient Tun des centres, S par exemple, le fais- 
ceau T de rayons situé sur a et appartenante S aura pour corres- 
pondant un faisceau T, de S|. Dans les faisceaux T et T|, deux 
couples de rayons correspondants tout au plus se couperont, car, 
si trois couples se coupaient, T et T| seraient perspectifs, et les 
gerbes génératrices auraient un plan uni. 

Le plan a contient donc trois points au plus, un point au moins 
(S) de la courbe, et cette courbe passe par les centres des gerbes 
«génératrices. 

331. Une courbe gauche ne peut pas être d'un ordre inférieur 
au troisième. 

Car on peut toujours trouver, dans une courbe non plane, 
trois points ok Ja courbe est coupée par un plan. 

332. Une droite ne peut jamais couper une courbe gauche du 
troisième ordre en plus de deux points. 

Car, si une droite avait trois points communs avec la courbe, un 
))lan passant par la droite et par un quatrième point quelconque 
de la courbe contiendrait plus de trois points de celle-ci. 

333. Trois faisceaux projectifs de plans engendrent généra- 
lement une courbe gauche du troisième ordre. 

Soient a, «i, a^ trois faisceaux projectifs de plans dont les axes 
n'ont aucun point commun. Un plan quelconque a les coupe 
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suivant trois faisceaux projectifs de rayons S, S|, So, qui ont res- 
pectivement pour centres les points d'intersection du plan a avec 
les axes a, a^ ^2. Les faisceaux de rayons S et S| engendrent une 
conique /r qui passe par leurs centres (64); les faisceaux S etS2 en- 
gendrent pareillement une conique k^ qui passe par les points S et 
Sa- Les deux coniques ont le point S commun et peuvent se couper 
encore en un point au moins, en trois points au plus ; ces points 
d'intersection appartiennent à la forme engendrée par les faisceaux 
de plans, car en chacun d'eux se coupent trois plans correspon- 
dants des mêmes faisceaux. La forme engendrée est donc une courbe 
gauche du troisième ordre. 

Nous venons de considérer le cas général où les rayons de S| et 
de Ss passant par S ont pour correspondants, dans le faisceau S, 
deux rayons distincts, respectivement tangents aux coniques A' et Ai . 
Le point S n'appartient pas, dans ce cas, à la courbe gauche, car 
il n'est commun ni à trois rayons correspondants des faisceaux S, 
S{, S9, ni, par suite, à trois plans correspondants des faisceaux a, 
a{, ai. Mais il peut arriver que les deux rayons tangents en S 
aux courbes k et Â| se confondent en une seule tangente commune 
ù ces deux coniques. Le point S appartient alors à la courbe gauche, 
car il est commun à trois plans correspondants des faisceaux de 
plans proposés, et les deux coniques qui se touchent en S peuvent 
avoir tout au plus deux autres points communs. Donc, dans ce 
cas encore, un plan a contient tout au plus trois points de la 
forme engendrée par les trois faisceaux projectifs de plans. 

Trois sécantes quelconques de la courbe gauche peuvent être 
prises comme axes des trois faisceaux de plans générateurs ; ces 
faisceaux devront être rapportés projectivement de telle sorte que 
trois de leurs éléments correspondants quelconques se coupent en 
un point de la courbe. 

33i. On peut encore obtenir les courbes gauches du troi- 
sième ordre au moyen des surfaces coniques et rectilignes du 
second ordre. 

Si deux sur J aces rectilignes, ou une sur/ace recti ligne et une 
surface conique, ou encore deux sur/aces coniques non concen- 
triques, toutes du second ordre, se coupent suis^ant un rajon a. 
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elles ont aussi en commun une courbe gauche du troisième ordre. 

Les intcrseclions des deux surfaces par un plan a sont, en effet, 
dans chacun de ces trois cas, des courbes du second ordre, c'est- 
à-dire des courbes qui peuvent avoir au plus quatre points com- 
muns (160). L'un de ces quatre points est sur le rayon «; les 
trois autres appartiennent donc à une courbe gauche du troi- 
sième ordre. 

On peut encore arriver à cette conclusion en considérant les 
courbes gauches comme engendrées par trois faisceaux projectlfs 
de plans (333). Nous rappellerons, en effet, que deux de ces fais- 
ceaux se coupent suivant une surface conique (63), ou suivant une 
surface doublement rectiligne (145), selon que leurs axes sont ou 
ne sont pas dans un même plan. 

La condition du rayon commun « (*) peut d'ailleurs être mise 
on évidence de la manière suivante : 

Soient A, B, G, D, E, F six points quelconques d'une courbe 
gauche A" du troisième ordre. Les trois sécantes AB, CD, EF peu- 
vent être considérées comme axes des trois faisceaux générateurs 
a, ri|, a^. Deux quelconques de ces faisceaux engendrent alors une 
surface doublement rectiligne, et deux quelconques des trois sur- 
faces ainsi engendrées ont en commun, outre la courbe A", l'une 
des trois sécantes AB, CD ou EF. 

Si l'on admet que les faisceaux générateurs a, «i, a^ aient res- 
pectivement pour axes les sécantes AB, AC et CD, les faisceaux 
a et «2 engendreront une surface doublement rectiligne, pendant 
que a et a^ engendreront une surface conique du second ordre, et 
les deux surfaces contiendront la droite AB. 

Enfin, si l'on prend comme axes les sécantes AB, AC etBC, deux 
quelconques des trois faisceaux de plans engendreront une surface 
conique du second ordre, et deux quelconques de ces surfaces se 
couperont suivant la courbe h et suivant l'une des trois droites 
AB, AC ou BC. 



( ' ) Cette condition est nécessaire, car rintenection de deux surfaces du second 
ordre est en général une courbe du quatrième ordre. Mais nous ne considérons ni 
ce cas général, ni ceux où la courbe gauche du troisième ordre peut se résoudre en 
une conique, ou en trois droites, ou même se réduire à une ou à deux droites. 
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335. Dans le dernier cas considéré, deux quelconques des trois 
faisceaux de plans ont pour axes deux sécantes qui se coupent en 
no point de la courbe ; les deux faisceaux engendrent une surface 
conique du second ordre qui a ce point pour sommet et qui doit 
contenir la courbe. Donc : 

Toute courbe gauche du troisième ordre est projetée de chacun 
de ses points par une surface conique du second ordre. 

Et par suite : 

Toute courbe gauche du troisième ordre est projetée de chacun 
de ses points, sur un plan quelconque , suii^ant une courbe du 
second ordre. 

C'est à raison de cette propriété qu'on appelle aussi les courbes 
gauches du troisième ordre coniques cubiques ou coniques gauches. 



II. — Plan oscillateur en nn point d'une conique gauche. 

336. Construire le plan osculateur en un point A d'une 
conique gauche k. 

On mène la tangente t au point A ; on fait passer par ce point et 
par la courbe A* une surface conique K, qui contient évidemment 
la tangente ty et Ton construit le plan (à, qui touche la surface co- 
nique K suivant cette tangente ; w est le plan osculateur cher- 
ché. Si Ton mène un plan par t et par un point P de la conique 
gauche, et si Ton fait mouvoir le point P sur la courbe, le plan qui 
passe par ce point tournera autour de t et deviendra osculateur à 
Ar au point A lorsque le point P coïncidera avec le point A; à ce 
moment, en effet, le plan tournant et la courbe auront trois points 
communs infiniment voisins. 

Pour obtenir la tangente t, il suffit de faire passer par Ar deux sur- 
Jaces coniques du second ordre quelconques et de déterminer la 
droite d'intersection des deux plans qui touchent ces deux sur- 
faces suivant les génératrices rectilignes passant par A. Ces plans 
se coupent, en effet, suivant la tangente t, qui doit se trouver sur 
chacun d'eux. 
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III. — Constmction de la conique ganche. 

337. Construire une conique gauche, étant donnés trois de ses 
points P, Q, R et trois sécantes «, a^ , a^y qui ne passent pas par 
les points donnés et qui ne rencontrent pas les droites de jonc- 
tion de ces points. 

Rapportons projectîvenient entre eux les iaîsceaux de plans a. 
axy a^, (le telle sorte que trois plans homologues se coupent en 
chacun des points P, Q, R. La courbe cherchée est alors engendré** 
par ces trois faisceaux de plans. 

Lorsque les sécantes a^a^^a^ forment un triangle, la conique 
gauche passe aussi par les trois sommets ; elle passe donc par six 
points donnés quelconques. 

338. Une conique gauche est déterminée par six de ses points, 
dont quatre quelconques ne sont pas dans un même plan. 

Soient S, Si, A, B, C, D les points proposés. Les deux surfaces 
coniques du second ordre qui projettent fa courbe des points S 
et Si sont déterminées par les rayons qui joignent chacun des 
points S et S| aux cinq autres. 

Ces surfaces contiennent l'une et l'autre la courbe qui passe par 
les six points donnés, et le rayon SSi leur est d'ailleurs commun; 
elles engendrent donc (334) la conique gauche, qui est ainsi déter- 
minée. On pourra facilement la construire suivant le procédé qui 
vient dVHre indiqué (337), c'est-à-dire enjoignant trois des six 
points deux à deux par des sécantes. 

Deux coniques gauches ne peuvent donc av^oir que cinq points 
communs au plus, sans coïncider. 

Une conique gauche est déterminée par cinq points et par la 
tangente en un de ces points, ou par quatre points et par les tan- 
gentes en deux de ces points, ou encore par trois points et par 
les tangentes en ces points. 

Soient, en effet, A, B, C trois points de la courbe, et a, i, c les 
tangentes respectives en ces points. La surface conique du second 
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ordre qui projette la courbe du point A doit passer par les trois 
rayons a, AB, AC et toucher respectivement les plans Ab, Ac sui- 
vant les deux derniers rayons. Cette surface est ainsi pleinement 
déterminée, et il en est de même de la surface conique du second 
ordre qui projette la courbe de Tun des points B et C. 

339. Deux points quelconques d'une conique gauche peuvent 
être considérés comme centres de deux gerbes colUnéaires qui 
engendrent la courbe. 

Soient, en effet, S, S|, A, B, C, D six points quelconques de 
la courbe. Considérons S et S| comme centres de deux gerbes 
rapportées collinéaîrement entre elles, de telle sorte qu'à quatre 
rayons de S, passant par les points A, B, C, D, correspondent 
quatre rayons de Si, passant par les mêmes points (171). Les 
gerbes S et Si, ainsi déterminées, engendrent une conique gauche 
qui passe par les points S, S|, A, B, C, D (330) et qui n'est autre, 
par conséquent, que la proposée. 

IV. — Systèmes de sécantes du troisième ordre. 

340. Toute sécante d'une conique gauche est la droite d'inter- 
section de deux plans correspondants des gerbes S et S| qui engen- 
drent la courbe. 

L'ensemble des droites ainsi déterminées constitue ce qu'on 
appelle uxLsjstème de sécantes du troisième ordre, et la courbe 
prend le nom de directrice du système de sécantes. 

Un rayon quelconque du système est désigné spécialement sous 
le nom de sécante propre, de tangente ou de sécante impropre, 
selon qu'il coupe la courbe en deux points, ou qu'il la touche en 
un point, ou qu'il n'a aucun point commun avec elle. 

341 . Toute sécante de la courbe étant projetée par deux plans 
correspondants des gerbes SetSi, il s'ensuit que deux sécantes a 
et b déterminent deux couples de plans correspondants, et, par 
suite, les axes de deux faisceaux projectifs de plans qui se cor- 
respondent dans les gerbes collinéaires. Ces faisceaux de plans 
engendrent, soit l'un des systèmes de génératrices d*une surface 

i8 
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doublement rectiligoe, soit une surface conique du second ordre, 
et la forme engendrée dans Tun ou Tautre cas se compose exclu- 
sivement de sécantes de la conique gauche, au nombre desquelles 
sont les deux sécantes aeib. Il suit de là que : 

Par une conique gauche k et par deux sécantes a et b quel- 
conques, on peut toujours faire passer une surjace du second 
ordre. 

Si les sécantes a et b se coupent en un point P de la courbe k^ 
la surface du second ordre est une surface conique par laquelle 
la courbe k est projetée du point P. 

Si a et b ne sont pas dans le même plan, la surface est double- 
ment rectiligne et celui des sjrstèmes de génératrices auquel a et h 
appartiennent se compose de sécantes de k ; l'autre système ne 
contient aucune sécante, mais chacun de ses rajrons a un point 
commun avec k. 

Tout rayon du premier système est dans un plan avec chacun 
des rayons du second (i44); ce plan et la conique gauche ont géné- 
ralement, et tout au plus, trois points communs, dont deux seu- 
lement peuvent se trouver sur la sécante ou rayon du premier 
système. Le rayon du second système doit donc contenir le troi- 
sième point d'intersection. Mais ce rayon ne peut pas être une 
sécante, car il est coupé, en dehors de la courbe, par une infinité 
de sécantes ou de rayons du premier système, et il ne peut j 
avoir, en dehors de la conique gauche, aucun poidt par lequel 
passe plus d'une sécante. 

Les rayons du second système sont projetés, des sécantes a et&, 
par deux faisceaux projectifs de plans. £n d'autres termes : 

La conique gauche est projetée de deux quelconques de ses 
sécantes par deux faisceaux projectifs de plans, chaque point de 
la courbe étant projeté par deux plans correspondants desfais' 
ceaux. 

Cette conclusion s'étend au cas où les sécantes a et & se coupent 
sur la courbe et sont par conséquent situées, avec ceUe-ci, sur 
une même surface conique du second ordre. 
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34â. Mener d'un point quelconque K de l'espace une sécante à 
la conique gauche. 

On joint le point K à un point quelconque P de la courbe par 
une droite g^ et Ton fait passer par cette droite deux plans qui ont 
chacun deux points quelconques^ autres que P, communs avec la 
courbe. 

Les droites a ci b qui joî^ent ces couples de points sont si- 
tuées, avec la conique gauche, sur une surface doublement recti- 
ligne. Cette surface contient aussi la droite g, qui a trois points, 
ga, gb et P, communs avec elle (148). Le système de droites 
génératrices de la surface auquel appartiennent les droites a et i 
contient donc un rayon qui coupe au point K la droite g de l'autre 
système et qui est la sécante demandée. 

La construction fournirait le résultat cherché dans le cas même 
où la sécante serait impropre. 

343. Il résulte incidemment de ce qui précède qu'on peut faire 
passer une surface doublement rectiligne, et une seule, par une 
conique gauche k et par une droite g qui coupe la courbe en un 
point P, mais qui n'est pas sécante. Les sécantes à la courbe 
forment un système de droites génératrices de la surface; la 
droite g appartient à l'autre système. 

344. Les sécantes propres et impropres d'une conique gauche 
sont donc complètement déterminées par cette courbe, et deux 
gerbes collinéaires quelconques, engendrant la courbe, doivent 
engendrer aussi le système de sécantes. Ainsi se trouve démontré 
le théorème suivant : 

Un système de sécantes du troisième ordre est projeté de deux 
points quelconques de sa directrice par deux gerbes collinéaires; 
un troisième point quelconque de la directrice est projeté par 
deux rayons correspondants des gerbes, et chaque rayon du sys-- 
tème est projeté par deux plans correspondants. 

V. — Faisceaux de plans du troisième ordre. 

345. Deux systèmes plans collinéaires, Z etZf, qui ne sont ni 
perspectifs ni situés dans un même plan, et qui n'ont, comme élé- 

i8. 
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ment uni, ni leur droite d'intersection, ni Tun quelconque des 
points de cette droite, engendrent, tout ensemble, un système de 
rayons essentiellement différent de celui que nous avons considéré 
jusqu'ici, et un faisceau de plans du troisième ordre. Tout rayon 
du système joint deux points homologues, et tout plan du faisceau 
du troisième ordre joint deux droites homologues de S et de Z|. 
Tout rayon du système est appelé axe du faisceau de plans du 
troisième ordre. 

Un plan quelconque ne contient, en général, qu'un axe du fais- 
ceau du troisième ordre. Lorsque le plan appartient au faisceau, 
et dans ce cas seulement, il contient une infinité d'axes qui for- 
ment un faisceau de rayons du second ordre et qui résultent des 
intersections du plan considéré avec les autres plans du faisceau 
de troisième ordre. 

Tout plan du faisceau du troisième ordre contient un axe par 
lequel ne passe aucun autre plan du faisceau. Cet axe se nomme 
rayon de contact du plan, et celui de ses points par lequel ne passe 
aucun autre axe est appelé point de contact du plan. 

Par un point quelconque de l'espace doivent passer au plus 
trois plans et trois axes, au moins un plan et un axe du faisceau. 

Le faisceau de plans du troisième ordre est rencontré par deux 
quelconques de ses axes, suivront deux ponctuelles projectiles; les 
deux points de rencontre sur chaque plan sont des points homo- 
logues de ces ponctuelles, 

346. Par six plans, dont quatre quelconques ne passent pas 
uar un même point, on ne peut faire passer qu'un seul faisceau de 
plans du troisième ordre. 

347. Trois ponctuelles projectiles, dont les lieux a, ai, a^ ne 
sont pas dans un même plan, engendrent généralement unfaisceau 
de plans du troisième ordre dont a, a^ et a^ sont trois axes. On 
obtient évidemment le même résultat au moyen d'une ponctuelle 
et d'un système de génératrices d'une surface doublement recti- 
ligne projective à cette ponctuelle. 



CLASSIFICATION DES CONIQUES GAUCHES. 277 

VI. — Classificatioii des coniqnes ganches. 

348. Tous les points à rinfini d'une conique gauche, comme en 
général tous les points à Tinflni de Tespace, étant situés dans un 
plan, les coniques gauches ne peuvent présenter que quatre cas 
distincts, eu égard à la position et au nombre de leurs points à 
TinGni. 

Nous nommons asymptote et plan asymptote à la courbe, res- 
pectivement, la tangente et le plan osculateur en un des points à 
rinfini de la courbe. Nous remarquons d'ailleurs que la conique 
gauche est projetée de chacun de ses points à Tinfini par une sur- 
face cylindrique du second ordre. 

Cela posé, voici comment on distingue les quatre cas énoncés : 

La conique gauche est coupée parle plan à l'infini en trois points, 
ou bien elle n'a avec ce plan qu'un seul point d'intersection, ou 
bien elle est coupée en un point et touchée en un autre, ou enfin 
le plan à l'infini est osculateur à la courbe. 

Ces quatre cas se rapportent respectivement aux quatre courbes 
suivantes : 

(a), ^J hyperbole gauche. Elle a trois points à l'infini. Ses asym- 
ptotes et ses plans asymptotes sont à distance finie. Trois cylin- 
dres hyperboliques, dont les plans asymptotes sont parallèles entre 
eux deux à deux, se coupent suivant cette courbe. 

(&). \J ellipse gauche. Elle a un point à l'infini, une asymptote 
et un plan asymptote à distance finie. On ne peut faire passer par 
cette courbe qu'un seul cylindre, qui est précisément un cylindre 
elliptique. 

(c). \J hyperbole parabolique. Elle a deux points à l'infini, une 
asymptote à l'infini, une asymptote et deux plans asymptotes à 
distance finie. On peut faire passer par cette courbe deux cylin- 
dres : l'un parabolique, l'autre hyperbolique. 

{d). hdL parabole gauche. Elle a un seul point, une asymptote 
et un plan asymptote à l'infini. On ne peut faire passer par cette 
courbe qu'un seul cylindre, qui est parabolique. 



nyS 
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VII. — Éléments harmoniqnes dans les formes élémentaires 

du troisième ordre. 



349. Quatre points d*une conique 
gauche k sont dits harmoniques 
lorsqu'ils sont projetés ( 341 ] d*une 
sécante quelconque de la courbe par 
qaatre plans harmoniques, et aussi, 
par conséquent, lorsqu'ils sont pro- 
jetés d*un point quelconque S de la 
courbe par quatre rayons harmoni- 
ques de la surface conique du second 
ordre SA:. 



Quatre plans d'un faisceau K du 
troisième ordre sont dits harmoni- 
ques lorsqu'ils sont rencontrés par 
un axe quelconque du faisceau en 
quatre points harmoniques, et aussi, 
par conséquent, lorsqu'ils sont cou- 
pés par un plan quelconque o- do 
faisceau suivant quatre rayons har- 
moniques du faisceau o-K du second 
ordre. 



350. Nous comprendrons la conique gauche et le faisceau de 
plans du troisième ordre sous la dénomination commune de /ormes 
élémentaires du troisième ordre. Les théorèmes et définitions éta- 
blis à propos des formes élémentaires du premier et du second 
ordre (157-159) sont aussi applicables à ces formes nouvelles. 



YIII. — ProJectiTité dans les coniqnes gauches. 

351 . Une conique gauche k est projetée de toute sécante a par 
un faisceau de plans perspectif à k et de chacun de ses points S 
par une surface conique SA", du second ordre, qui est aussi per- 
spectii^e à la courbé. 

Deux faisceaux de plans a et a^ perspectifs à la conique 
gauche engendrent, quand leurs axes se coupent, une surface 
conique, et, quand ils' ne se coupent pas, l'un des systèmes de 
génératrices d'une surface doublement rectiligne perspective à 
la courbe. 

Quelques-uns des précédents théorèmes peuvent être réunis 
dans la double proposition qui suit : 



Tous les faisceaux de pians, toutes 
les surfaces coniques du second ordre 
et tous les systèmes de génératrices 



Toutes les ponctuelles, tous les 
faisceaux de rayons du second ordre 
et tous les systèmes de génératrices 
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perspectifs à une conique gauche 
sont projeetifs entre eux. 



perspectifs à un faisceau de plans du 
troisième ordre sont projeetifs entre 
eux. 



332. Rapporter projectivement entre elles deux coniques gau- 
ches k et k^ de telle sorte qu'aux points A, B, Cde k correspon- 
dent respectivement les points A| , B| , C| dek^. 

On rapporte projectivement entre eux deux faisceaux de 
plans, Tun u perspectif à la courbe kj l'autre v^ perspectif à la 
courbe Ati, de telle sorte qu'aux plans uA, uB, uC du premier 
correspondent respectivement les plans ^|A|, l'iBi, v^C^ du 
second. 

Deux points des courbes se correspondent quand ils sont pro- 
jetés par deux plans correspondants des faisceaux u et V{. 

Les coniques gauches projectiles sont des /ormes correspon- 
dantes de deux espaces collinéaires. 

Soient, en effet, D, E, F trois nouveaux points de la courbe k^ 
auxquels correspondent, dans kt , les points D|, E|, F|. Nous pou- 
vons rapporter collinéairement entre eux deux espaces, Z etZ|, 
de telle sorte qu'aux cinq points A, B, C, D, E de 2 correspon- 
dent respectivement les cinq points A|, B|, C|, D|, E| de £|. Le 
faisceau de plans AB(CDEF) a dès lors pour correspondant le 
faisceau de plans A| B| (C|D|E|F| ) qui lui est perspectif, et le 
plan ABF de S a pour correspondant le plan A| B| F| de £| . 

On démontre de la même manière que tout autre plan de S, 
joignant le point F à deux quelconques des points A, B, C, D, E, a 
pour correspondant le plan de Z| qui projette de F| les deux 
points correspondants du groupe A|, B|, C|, D|, E|. 

Le point F de S, comme point d'intersection de trois plans 
ainsi définis, correspond au point Fi de £i, considéré comme 
point d'intersection des trois plans qui correspondent aux trois 
premiers. Conséquemment, la courbe /r, sur laquelle se trouvent 
les six points A, B, C, D, E, F, doit avoir pour correspondante la 
courbe k^ , à laquelle appartiennent les points homologues A| , B| , 
Cl, D|, E|, Fi; on ne peut, en effet, faire passer qu'une seule 
conique gauche par six points de l'espace (338). 
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IX. — Coniqaes gauches inrolntoires. 

353. Une conique gauche involutoîre est projetée de chacun de 
ses points par une surface conique du second ordre (334), qui est 
elle-même en involution, et tous les couples de rayons conjugués 
de cette surface sont dans un raéme plan avec une droite g (i80) 
qui n^appartient pas à la surface , mais qui passe par son centre. 
Deux points conjugués quelconques de la conique gauche sont 
donc pareillement dans un même plan avec g, et les sécantes de 
la courbe qui joignent les couples de points conjugués appar- 
tiennent à un système de génératrices (341) dont la droite g est 
une directrice. Quand la courbe involutoire a deux points doubles, 
les tangentes en ces points appartiennent au même système de 
génératrices et séparent les sécantes propres des sécantes im- 
propres. 

Il résulte de là que : 

Si, par une conique gauche, on fait passer une surface double- 
ment rectiligne, tout rayon de l'un des systèmes de génératrices 
de cette surface est une sécante de la courbe, et tout rayon de 
l'autre système coupe la courbe en un seul point. 

Les points de la courbe sont accouplés involutoirement au 
moyen des rayons du premier système^ et il peut arriver, ou que 
tous ces rayons soient des sécantes propres, ou bien que deux de 
ces rayons touchent la courbe et séparent les sécantes propres 
des impropres. 

X. ~ Détermination des coniqaes gauches par points et sécantes. 

354. Une conique gauche est généralement déterminée quand 
on donne quatre sécantes et deux points S e£ S| de la courbe. 

Les gerbes S et S| engendreront la conique gauche si on les 
rapporte collinéairement entre elles de telle façon que deux de 
.eurs plans correspondants se coupent suivant chacune des quatre 
sécantes données. Pour que la relation de collinéation ne puisse 
s^établir que d^unc seule manière, il faut attribuer aux points S 
et S| des positions telles qu^aucun rayon partant de ces points oe 
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soit coupé par trois quelconques des quatre sécantes données. La 
droite SS| ne peut pas d^ailleurs être Tune de ces sécantes, car 
autrement les gerbes S et S| auraient un plan uni. 

Quand trois des sécantes données forment un triangle, la co- 
nique gauche passe par les sommets (337). 

La courbe est donc déterminée et peut être construite quand on 
donne cinq de ses points et une sécante. 

Nous établirons entre les quatre sécantes a, b, a^ , b^ un ordre 
déterminé de succession, afin que, ces droites étant projetées des 
points S, S| et d'un troisième point quelconque Sa de la conique 
gauche, au moyen de trois angles tétraèdres (24), chacun des 
couples de sécantes a, a^ et &, b^ soit précisément projeté par 
un couple de faces opposées. 

Menons, dans chacun des trois angles tétraèdres projetants, le 
plan des deux rayons suivant lesquels les faces opposées se coupent 
deux à deux; nous obtenons ainsi, dans les gerbes collinéaires S, 
S|, Sa, respectivement, les plans er, gti, gts, qui sont homologues 
et qui se coupent, par conséquent, suivant une même sécante s. 

Lorsque le point Sa se déplacera sur la conique gauche, le plan 
Ga tournera autour de la sécante s. 

Ces considérations servent de base à une construction très-simple 
de la conique gauche : 

Étant donnés deux points S, S| et deux couples de sécantes a, 
ai et &, &| de la conique gauche, on fait passer par S deux rayons 
qui soient coupés, le premier par a et ai , le second par & et &| ; 
on joint ces deux rayons par un plan er. On détermine pareil- 
lement le plan gti des deux rayons qui passent par S| et qui 
coupent respectivement les couples de sécantes a, ai et &, &i ; on 
détermine enfin Tintersection .v des plans er et gti . Tout plan era pas- 
sant par s coupe alors les deux couples de sécantes a, ai et &, b% 
en deux couples de points Â, A| et B, B|, dont les droites de 
jonction AÂ| , BB| se rencontrent en un point Sa de la conique 
gauche. 

On reconnaîtra l'exactitude de cette construction en observant 
que les deux surfaces doublement rectilignes qui unissent s k a^ 
ai et k bj b^y se coupent suivant la sécante s et suivant la conique 
gauche cherchée. 
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n. — Hexagone et tétraèdre inacrits dana la conique gaoche. 

Congmence. 

355. De ce qui a été établi au n^ 335 et du théorème de Pascal 
(68) on déduit que : 

Tout hexagone inscrit dans une conique gauche est projeté 
d'un point quelconque S de la courbe au moyen d'un hexaèdre 
dont les trois couples de faces opposées se coupent suivant des 
droites situées dans un même plan er, qui passe par le centre de 
projection. 

Lorsque le point S se meut sur la conique gauche , le plan a 
tourne autour d'une sécante fixe Sy qui est déterminée par deux 
couples de côtés opposés a, a^ et b, &| de Thexagone ; cette sé- 
cante est d'ailleurs commune aux deux surfaces doublement recti- 
lignes qui rattachent la conique gauche aux deux couples de sé- 
cantes a, ai et b, b^. 

356. Soit SABC un tétraèdre inscrit dans la conique gauche et 
soient S|, Ai, B|, C| les points oè les tangentes aux quatre som- 
mets S, A, B, C sont coupées par les faces respectivement opposées 
du tétraèdre. Les points S|, A|, B|, Ci forment un second té- 
traèdre qui est en même temps inscrit et circonscrit au premier. 
Le plan A|B|Co P^^ exemple, contient le point S. Lorsque ce 
point se meut sur la courbe, le plan A| B| C| tourne autour d'une 
sécante fixe 5, et les points A, B, C ne changent pas de position. 
Le triangle ABC est donc projeté de S par un trièdre inscrit dans 
la surface conique du second ordre SAr, et les tangentes aux 
points Ay B^ C sont projetées par les plans tangents suivant les 
trois arêtes SA, SB, SC. Les trois rayons SA|, SB|, SC|, suivant 
lesquels les faces du trièdre sont coupées par les plans tangents 
des arêtes opposées, doivent, par conséquent, se trouver sur un 
même plan A|B|C|. Si l'on remplace le point S par un autre 
point S' de la courbe, on obtient, au lieu du plan A, B| C| , un 
autre plan A', B', C, . Ces deux plans se coupent suivant une sé- 
cante 5, puisqu'ils se correspondent dans les gerbes collinéaires 
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qui projettent des points S et S' la conique gauche et son système 
de sécantes. 

357. On déduit de cette propriété une importante application 
relative aux plans osculateurs d'une conique gauche. 

Désignons, en effet, par a, b^ c les tangentes AA|, BB^ CC| 
aux points A, B, C et par P le point où la sécante s rencontre le 
plan ABC. D'après ce qu'on vient de démontrer, la droite d'inter- 
section des plans SBC et Sa et la sécante s doivent se trouver dans 
un même plan. Quand le point S, se déplaçant sur la courbe, vient à 
coïncider avec le point A, le plan Sa devient osculateur au point A, 
le plan SBC coïncide en même temps avec ABC, et la droite d'in- 
tersection de ces deux plans, qui doit toujours couper )a sécante 5, 
se confond avec la droite AP. 

On démontre de la même manière que les plans osculateurs des 
points B et C doivent passer par le point P. Donc : 

Les plans osculateurs en trois points quelconques A, B, C d'une 
conique gauche se coupent en un quatrième point P du plan ABC. 

Il résulte immédiatement de là que : 

Par un point quelconque P de l'espace, il ne passe jamais plus 
de trois plans osculateurs d'une conique gauche, et par une droite 
quelconque, jamais plus de deux. 

En effet, si les plans osculateurs de quatre points A, B, C, D de la 
courbe passaient par le point P, les points C et D devraient se 
trouver sur le plan ABP, ce qui est impossible, puisque le plan 
peut avoir tout au plus trois points communs avec la conique 
gauche (*). 

358. Une seconde conséquence du théorème démontré plus 
haut (356) est exprimée par la double proposition suivante : 



Les deux tétraèdres formés, l'un 
par quatre points d'une conique 



Les deux tétraèdres formés, l'un 
par quatre plans d^un faisceau de 



C) On énonce ordinairement cette proposition sous une autre forme, en exprimant 
que la courbe du troisième ordre est en même temps de la troisième classe. Rappe- 
lons, à ce propos, que la classe d'une courbe gauche est exprimée par le plus grand 
nombre de plans osculateurs qu'on peut mener à cette courbe par un point. 



284 



GEOMETRIE DE POSITION. — CRAPITRE XX. 



gauche, l'autre par les quatre plans plans du troisième ordre, F autre par 
osculateurs en ces points, sont en les quatre points de contact de ces 



méine temps inscrits et circonscrits 
l'un à r autre. 



plans, sont en même temps inscrits 
et circonscrits l'un h Vautre. 



Cette propriété permet de construire le plan osculateur en un 
point quelconque d'une conique gauche quand on connaît les 
plans osculateurs en trois points. 



Xn. — Relation entre la conique gauche et le faisceau de plans 

du troisième ordre. 

359. On voil, d'après ce qui précède, que la position de 
quatre points d'une conique gauche par rapport à leurs quatre 
plans osculateurs est identique à la position de quatre points de 
contact d'un faisceau de plans du troisième ordre par rapport à 
leurs quatre plans. 

Cette observation conduit aux propositions suivantes : 



Tous les plans osculateurs d'une 
conique gauche forment un faisceau 
de plans du troisième ordre. 



Tous les points de contact d'un 
faisceau de plans du troisième ordre 
forment une conique gauche. 



Soient a, (3, y les plans respectivement osculateurs aux points A, 
B, C de la courbe A*, et soit P le point d'intersection de ces plans, 
situé sur ABC (357). 

Quand le point C parcourt la courbe, le plan ABC décrit un 
faisceau de plans AB, perspectif à A'; ce plan, dans chacune de ses 
positions, coupe la droite a|3 au point P, par lequel passe aussi 
le plan osculateur y du point C. Le faisceau de plans AB décrit 
par ABC est donc perspectif à la ponctuelle «P décrite par le 
point a(3y ou P pendant le mouvement du plan osculateur y. Si 
maintenant on remplace les points A et B par deux autres points 
fixes quelconques A| et B| de la courbe, et si l'on considère que 
les deux faisceaux de plans AB et A|B|, perspectifs à la courbe, 
sont projectifs entre eux, on est amené à conclure que : 

Toutes les ponctuelles sur les lieux desquelles se coupent deux 
plans osculateurs d'une conique gauche sont rapportées projeC' 
tivement entre elles par les plans osculateurs de la courbe. 
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Trois de ces ponctuelles projectives, non situées dans un même 
plan, engendrent tous les plans osculateurs; en d'autres termes, 
chacun des plans osculateurs est déterminé par trois points cor- 
respondants des ponctuelles. 

Nous savons, d'autre part, que les trois ponctuelles engendrent 
un faisceau de plans du troisième ordre (347); nous avons, par 
conséquent, démontré que : 

Les plans osculateurs d'une conique gauche engendrent un 
faisceau de plans du troisième ordre, 

XIII. — Analogie entre les coniques planes et gauches. 

360. Ces dernières propositions et quelques-unes de celles qui 
les précèdent mettent en évidence une certaine analogie entre 
les coniques que nous appellerons planes et les coniques gauches. 

L'analogie parait encore plus complète si l'on considère que 
toute conique gauche détermine un système focal, de même que 
toute conique plane peut être prise comme directrice d'un système 
plan polaire. 

Une conique gauche k et le Jaisceau de ses plans osculateurs 
peuvent être considérés comme deux formes coordonnées d'un 
système focal dans lequel tout plan osculateur de la courbe est 
coordonné à son point de contact et toute tangente à elle-même. 

Soient, en effet, A, B, C, D, E, F six points quelconques de la 
conique gauche k et a,|3, y, }, e, f leurs six plans osculateurs res- 
pectifs. Nous pouvons rapporter réciproquement entre eux deux 
espaces, 2 et £| , de telle sorte qu'aux cinq points Â, B, C, D, E de £ 
correspondent les cinq plans a, p, y, }, e de Z|. La ponctuelle a|3 
de £| correspond alors au faisceau de plans AB de £ et est une sec- 
tion de ce faisceau, car les trois points aj3y, a^d, a/3e de a^ sont 
respectivement situés sur les plans ABC, ABD, ABE du faisceau AB 
qui leur correspondent. Par le même motif, tout autre point de £| 
commun à deux des plans a, |3, y, }, e est sur le plan de S qui 
lui correspond. 

Cela posé, on sait que, quand deux espaces £ et S| sont réci- 
proques, ou bien ils forment un système focal, et tout point de £{ 
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Et ainsi de suite. 

On pinit cttnstrniro iaciltMut'nt , dans chaque cas, la conique 
(jaurhr nu le iaiMcau tle plans du troisième ordre oscuLateur à 
celle conrhe. 

Soient tlonnés. par e\eiiipl<*. comme dans le cinquième cas de 
rénonrr. les deu\ plans ti>eulateurs 7, 7| et les quatre aves a, A, 
4.*, d. Les s\>tème< plan< 7 et C| sont rapportés collinéairement 
entre eu\. et chacun des axes ri, b, e. d contient deux de leurs 
points liiini(ilo;:ues. Les deux sv>tL'nies collinéaires engendrent 
alors le faisceau de [dans du troisième ordre et le s\stème d*as.es 
corrélatif. 

On piMirra facilenieiit. en se l'nndant sur ce qui a été exposé, 
établir le> Cii< particuliers pi)ur lesquels la construction devient 
impossilde, et les cas de dé^'énérescence analogues à ceux que 
nous avons rencontrés dans l'étude des formes du second ordre. 
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